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1 Meéthode des arbres

1.1 Vérités logiques ? (7 pts)

Déterminer si chacune des formules suivantes est une vérité logique. Si une formule
n’est pas une vérité logique, donner alors un modeéle (spécification d’'un domaine et
interprétation des lettres de prédicat) dans laquelle cette formule est fausse (et le
prouver en passant par le langage Prop).

1. Ve[(Fx NHz) — (Fx V Hz))
vVVz[(Fx N Hz) — (Fx V Hx)]

V3z-[(Fx NHzx) — (Fx V Hx)

vVol(FaNHa) — (FaV Ha)

vV (Fa A Ha)

v—=(FaV Ha)



La formule 1. est une vérité logique. Elle n’admet aucun contre-exemple.

2. Vz(Px — -Mzx) ANVx(Sx — Mz)] — Va(Sx — —Px)

vV —{Vz(Px — -Mz) AVz(Sx — Mzx)] - Va(Szr — -Px)}
(a) Yx(Px — —Mx)
(a) Vo (Sz — M)
v —Vz(Sx — - Px)
v 3z—(Sx — - Px)
v =(Sa ‘—> —Pa)
50
/ﬁLPa
P‘a

|
vV Pa— —Ma

La formule 2. est une vérité logique. Elle n’admet aucun contre-exemple.

3. Jz(Hx A Sx) = Vx(Hz — Sz)



vol3z(Hx A Sz) — Ve(Hx — Sz)]
|
vV3x(Hx A St)
|
v Vr(Hx — Sz)

|
v Ir—(Hz — Sx)

|
VHaANSa

|
Ha

|
Sa

|
v =(Hb — Sb)

|
Hb

|
~Sb

Cette formule n’est pas une vérité logique. Il y a un modele dans lequel elle est
fausse — il est donc faux qu’elle soit toujours vrate. Dans un domaine

D :{a,b}

et avec l'interprétation suivante des lettres de prédicat :
H :{a,b}

S:{a}

la formule 3. est fausse. On le vérifiera en donnant une ligne de la table de
vérité de cette formule dans laquelle le connecteur principal est faux :

[(Ha A Sa) V (Hb A Sb)] — [(Ha — Sa) A (Hb — Sb)]

L’antécédent est vrai (le premier disjoint étant vrai), le conséquent faux (le
deuxiéme conjoint étant faux).

4. Vz[(Fx AN Bx) - Hx] — Vo[Fx — (Bx — Hz))

3



v —{Vz[(Fx A Bx) — Hz| — Vz[Fx — (Bx — Hzx)|}

(a) Vz[(Fx /\‘ Bzx) — Hzl

|
v —Vz[Fx — (Bx — Hz)]

|
v 3Iz—[Fx — (Bx — Hz)]

v-lFa — (Ba — Ha)]

vV (FaNBa) — Ha Ha
®

v =(Fa A Ba)

TN
-Fa -Ba

® &

La formule 4. est une vérité logique. Elle n’admet aucun contre-exemple.

1.2 Contradictions logiques ? (4 pts)

Déterminer si chacune des formules suivantes est une contradiction logique. Si une
formule n’est pas une contradiction logique, donner alors un modéle (spécification
d’un domaine et interprétation des lettres de prédicat) dans laquelle cette formule
est vraie (et le prouver en passant par le langage Prop).

1. Jx(Fx AN Gx) ANNyHy AVz(Hz — —G2)
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V3z(Fx AN Gx) ANNyHy AVz(Hz — —Gz)

vV 3z(Fz A Gr)
|
(a) VyHy
(a) V2(Hz — —G=z)

|
vV (Fa N Ga)

vHa— —Ga
N
—Ha —-Ga
® ®
Toutes les branches de I’arbre ferment, la formule est une contradiction logique.

2. =[(FxFz A\ JyGy) — VzFz]
Vol(FzFx A JyGy) — VzFz|

|
vV [FzFx A JyGy]

|
vV Fzx

|
vV dz-Fz

|
vV drFx
|
v yGy
|
—\Fa

|
Fb

|
Ge

Cette formule n’est pas une contradiction logique. Il y a un modéle dans lequel
elle est vraie — il est donc faux qu’elle soit toujours fausse. Dans un domaine :

D :{a,b,c}



et avec l'interprétation des lettres de prédicat suivante
F:{b}
G :{c}

la formule est vraie. Nous pouvons donner la formule équivalente (dans ce
modeéle) suivante pour le vérifier :

—~{[(FaVv FbV Fc) A (GaV GbV Ge)] — (FaNFbA Fe)}

L’implication entre accolade est fausse, sa négation est vraie : la formule peut
donc étre vraie.

1.3 Ensembles consistants ? (3 pts)

Déterminer si chacun des ensembles suivants de formules est consistant. Si un
ensemble est consistant, donner alors un modéle dans lequel chaque formule de cet
ensemble est vraie.

1. {VaFx,3xGx, ~Vo(Tr — Gz)}
(a,b) VxFx

|
vV 3xGzx

|
vV (Tr — Gx)

|
vVIz—=(Tr — Gx)
|
Ga

|
v =(Tb — Gb)

|
Th

|
—Gb

|
Fa

|
Fb

Cet ensemble de formule est consistant — ces formules sont notamment simul-
tanément vraies dans le modéle suivant :

D :{a,b}



F:{a,b}

G :{a}

T :{b}

On peut le prouver a 'aide de cette formule (qui lui est équivalente dans ce
modele) :

(Fa N Fb) A (GaV Gb) A [~(Ta — Ga) V =(Tb — Gb)]

Chaque conjoint est vrai, la formule est donc vraie.

2. {Voe(Mxz — Pz),3z(Sx A Mx),~3z(Sx A Px)}
Pour trouver si l’ensemble est consistant (ou non) nous dressons ’arbre suivant :
(a) Ve(Mz — Px)
|
vV 3z(Sz N Mx)

|
v —3z(Sx A Prx)

|
VSanMa

|
Sa

|
Ma

(a) Vz—(Sx A Px)

—(Sa A Pa)
/\
-Sa -Pa
® |
(Ma — Pa)
/\
-Ma Pa
X &

Cet ensemble de formules est inconsistant : il est impossible que les formules
qui en sont les éléments soient simultanément vraies.

1.4 Equivalence logique ? (3 pts)

Déterminer si la formule Va[Fz — Ma] est logiquement équivalente a la formule
(JzFz — Ma).



Il s’agit donc d’évaluer la formule suivante :
Ve[Fx — Ma] < (3xFx — Ma)

L’arbre prendra alors 'allure suivante :
vV aVe[Fx — Ma] < (3xFx — Ma)]

(b) Va[Fx — Ma] v —Vz[Fz — Ma]

| |
v =[3zFr — Mal V' [3xFz — Mal

JxFux vV 3x—[Fr — Mal]
| |
-Ma v =[Fe — Mal
| |
Fb Fec
| |
V' [Fb— Ma -Ma
/\
—~Fb Ma v-dzFr Ma
©o® | ®
(¢) Vz—Fzx
|
-Fec
®

Toutes les branches de l'arbre ferment : la formule Vx[Fz — Ma] est bien logi-
quement équivalente a la formule (3xFz — Ma).

2 Traduction (3 pts)

Transcrire les phrases suivantes dans le langage Préd :

1. Si Marie est philosophe, alors il y a au moins un sage qui I'aime.

Fa — 3x(Sx A Lza)

2. Tout le monde est méchant, donc Socrate est méchant.

VeMz — Ma



3. Tous les amis de Maxime sont soit fous, soit amis avec tout le monde.

Vr[Aza — (Fx V VyAzy)]



