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Chapitre 1

Logique des propositions : rappels

1.1 Le point de vue sémantique

Une interprétation du langage propositionnel est une fonction v, appelée « valua-
tion », qui « assigne » a chaque lettre de proposition soit la valeur 1 (le vrai), soit la
valeur 0 (le faux). On écrit par exemple : v(p) = 0, v(q) = 1, v(r) = 0, etc. Si, par
exemple, v(p) = 1, on a affaire & une « assignation » de la valeur Vrai a la proposition
p selon la valuation v.

Etant donnée une interprétation (ou valuation) v, on attribue (ou « assigne »)
des valeurs de vérité a une formule quelconque du langage, en appliquant les régles
d’évaluation suivantes :

“v(=¢) =1 si v(¢) = 0, et 0 sinon.
(@A) =15iv(¢) =1 et v()) =1, et 0 sinon.
(@ V) =1siv(¢) =1 ou v(eh) = 1, et 0 sinon.
w(¢ =) = 1si v(¢) =0 ouv(eh) = 1, et 0 sinon.

cv(p <) =1siv(p) =v(1), et 0 sinon.
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On peut exprimer les régles d’interprétation que nous venons de donner sous
forme tabulaire (tableau des connecteurs (fonctions de vérité!)) :

112137456789 ]10]11]12]13]14]15]16
plag|T |V E=|p|=|qg|=|AN|[T]|w]|~q ~p | L
viv|iv|i v V| V|V I V|V |V|F|F| F |F F F|F|F
viFyVv| v,V | V|F|F|F|F|V|IV]|]V | V]|F F|F|F
F/V|V|V|IF|F|VI|V|IF|F|VIV|F|F| V|V|F|F
FIF|VIF|VI|F|VI|F|VI|F|V|IF|VI|F|VI|[F|V]F

1.2 Rappel de quelques définitions

. Une formule ¢ est satisfiable ssi elle prend la valeur 1 pour au moins une
interprétation v ; on dit que v satisfait .

. Une formule est tautologique ou wvalide ssi elle prend la valeur 1 pour toute
interprétation.

. Une formule est contradictoire ssi elle prend la valeur 0 pour toute interprétation.

. Une formule qui n’est ni tautologique ni contradictoire est dite neutre.

. Soit ¥ un ensemble de formules. Une interprétation v est un modéle de X ssi v
satisfait simultanément toutes les formules de 3.

Les définitions antérieures permettent de définir la conséquence sémantique :
Soit ¥ un ensemble de formules (les prémisses); ¢ (la conclusion) est une consé-
quence sémantique de X ssi tout modéle de X satisfait ¢. En d’autres termes, ¢ est

une conséquence sémantique de X ss’il n’existe aucune interprétation qui rende vrais
tous les éléments de X et fausse ¢. On écrit :

Y E o,
pour dire que ¢ est une conséquence sémantique de . On écrit :
YFE O

pour dire que ¢ n’est pas une conséquence sémantique de ..

1. Pour des raisons de commodité et d’habitude, on a, dans ce tableau, représenté les valeurs
Vrai et Faur, non pas par 1 et 0, mais par V et F'.
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On obtient ainsi une autre définition de la tautologie. Une formule ¢ est une
tautologie ou une vérité logique, ou une loi logique ssi elle est une conséquence sé-
mantique de 'ensemble vide des prémisses () £ ¢). En d’autres termes, toutes les
interprétations rendent ¢ vraie (conformément a la premiére définition).

1.3 Principales lois logiques

- A. Propriétés des connecteurs.
Un premier ensemble de lois logiques découle directement des propriétés des
connecteurs — , A et V telles qu’elles se lisent sur leur table.

— idempotence :
(php) < @
(pVe) & ¢
— commutativité :
(eAY) & WAy)
(pVY) & (@Ve)
— associativité :
[eA@WAO)] < [(pAY) A0
[ev@Vve)] < [(pVe)Vi]

— distributivité "/, :

AV & [(pAY)V(pA0Y

— distributivité ¥/, :
eV AO)] < [(eVve)A(pvi]

— double négation :
() & @

Il résulte de 'idempotence de A et de V que 'on peut simplifier une formule
comme par ex. : p A p (ou pV p) en p.

Il résulte de la commutativité de A et de V que l'ordre des conjoints ou des
disjoints dans une conjonction ou une disjonction est indifférent (attention! ce n’est
pas le cas pour I'implication).

Il résulte de leur associativité que 'on peut négliger les parenthéses intérieures
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par ex. , au lieu d’écrire : [pA(qAT)], ou [(pV ¢q) V7], on écrira simplement : (p AgAT)
ou (pV qVr), respectivement 2.

B. Equivalence entre connecteurs.

=
(p=v) & -(p A=)
“(p=v) & (p A=)
(p=v) & (~pVy)
“(p=17) & =(-pVy)

VAN
(pAY) & —(p= )
(P AY) & (= )
(eAY) & (=g V)
(P AY) & (mp V)

AVA
(pVY) &  —p=19
—(pVY) & A(mp =)
(eVe) & =(-p A-Y)
“(pvy) & (e Aw)

Les deux paires de lois dont le signe de bi-implication est surmonté de « dM » (&)

sont dites : « lois de de Morgan » (du nom d’un mathématicien et logicien anglais du
XIXe siecle). Elles permettent d’ « entrer » les négations en téte des sous-formules,
en changeant les connecteurs ; elles sont d'un usage constant.

Plus généralement, toutes ces lois permettent d’éliminer des connecteurs au profit
d’autres : chacun des trois connecteurs peut étre éliminé au profit d’'un des deux
autres et de la négation. On pourrait donc n’introduire dans notre langage que la
conjonction et la négation par exemple, sans aucune perte de pouvoir expressif.

2. C’est ce que nous avons fait pour ci-dessus, lorsque nous avions écrit : (o1 A ..., Ap,) = .
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C. Autres lois logiques.

=0/ 1) e Vop / (17) (e A-p) Identité, Tiers Exclu, Non-contradiction
(Cp=9)=0/(2) (= —p) = —p Consequentia mirabilis

o= (pVy) /()= (pVY)

(eA) =@ /(@) (pA) =9

o= =9/ (5)p=(p=1) Simplification (ez falso. ..)

(o A=) = Duns Scot
(V=) N (= p)] =
E(soéw)A(wé ) = —p

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

9) p=) & (= ) Contraposition

(10) == (pAP)] Adjonction

(11) [p=@W=0)< Y= (p=10) Permutation

(12) [(¢=V)ANW=0)]= (p=10) Syllogisme (transitivité de I'implication)
(13) [p= @ =0)]<(pAy)=10] Importation / exportation
(14) [(p= WA < [(p=1v)A(p=0)]

(15) (p=v)={(p=0)=lp= (¥ A0} Composition

(16) [(pAV)VY]ew /) (16") [eA (V)] < ¢ Lois d’absorption

A7) [(eAY)=0)] = [(¢ = ¥) = (p = 0)] Loi de Frege

(18) (p=9¢)={(0=0)=[(pN0)= (¥ A0)]}

(20) [(p=v)Ng| =1 Modus Ponens

(21) [(p=v)AN]= - Modus Tollens

(22) [(pV)A] = Principe du chien (Chrysippe)
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1.4 Le point de vue syntaxique

Reégles pour les connecteurs propositionnels :

régle A

régle V

o NP

<6

régle = A

R

régle = Vv

régle - =

régle = —p



Chapitre 2

Logique modale propositionnelle

2.1

2.2

Sémantique

Langage L pour la logique modale proposition-
nelle

2.2.1 Symboles de L

1.

Un ensemble P infini dénombrable de lettres de propositions : p1,...p, ... (on
utilisera en pratique les lettres p, ¢, r, etc.)

. Les connecteurs propositionnels habituels : =, A(V, =, <, introduits par df.).

. Les opérateurs modaux : 0, (OJ : nécessaire, ¢ : possible).

Symboles impropres : (, ), [, |, {, }, etc.

2.2.2 Formules de L

-~ W

Une lettre de proposition est une formule bien formée.

si ¢ est une formule bien formée, -, Uy, O sont des formules bien formées.
si ¢ et 1) sont des formules bien formées, ¢ A ¢ est une formule bien formée.
Seules sont bien formées les formules engendrées par application des clauses

1.-3.

11
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2.3 Interprétation, validité, conséquence sémantique

2.3.1 Interprétation

Une interprétation pour le langage modal propositionnel est un triplet Z =
(W, R,v), ou :

. W est un ensemble non vide d’éléments appelés « mondes possibles », en nombre
fini ou infini, notés wy, wy, we ... w; ...;

. R est une relation binaire entre ces éléments, appelée « relation d’accessibilité » ;
on note w; Rw; la relation d’accessibilité entre le monde w; et le monde w;. On dit
que w; est accessible a wj ;

. v une fonction, qu’on appelle « valuation », qui attribue, pour chaque monde pos-
sible, une valeur de vérité a chaque lettre de proposition p, ¢, 7.... On note v,,(p) = 1,
lattribution de la valeur de vérité 1 (le vrai) a la lettre de proposition p dans le
monde w et bien str, v,(p) = 0 attribution de la valeur de vérité 0 (le faux) a la
lettre de proposition p dans le monde w.!

Un exemple d’interprétation est le suivant :

(1) un ensemble de quatre mondes W = {wq, wy, wa, w3 }.

(2) une relation R entre ces mondes : woRwy, woRws, wy Rws, wy Rws, wy Rwy, we Rws,
ws Rws. Comme le nombre de mondes, dans cet exemple, est fini, on peut représenter
sous forme de diagramme cette relation d’accessibilité, ou les fléches représentent la
relation R :

Wo

O\

w1

I

wy ——wy )

1. On trouve aussi fréquemment dans la littérature les notations : v(p,w) = 1 et v(p,w) = 0.
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(3) une valuation v :

Uy (p> =0 Vg (Q) =0 Vg (7‘) =1
U (p) =1 Vun (q) = 0
Vuy (p) = 1 Vun(q) = 1
Uws(p) =0 Vws (Q) =1

2.3.2 Validité et conséquence sémantique

Soit une interprétation avec une valuation v. On peut étendre cette valuation a
toutes les formules du langage en se conformant aux régles suivantes, les deux der-
niéres étant les plus importantes :

U (mp) =181 v,(p) =0, et 0 sinon.

U AY) =181 v,(p) =1 et v,(¢) =1, et 0 sinon.

V(e V) =181 v,(p) =1 o0uv,(y) =1, et 0 sinon.

(= 1) =181 v,() =0 ou v,(¢) =1, et 0 sinon.

V(& 1Y) = 181 v,(@) = vy(¥), et 0 sinon.

. 0y (8p) = 1si, pour tout monde w' accessible au monde w, v,y () = 1, et 0 sinon.

0w (OQp) = 1 8%l existe au moins un monde w', accessible au monde w, tel que
vy () =1, et 0 sinon.

On note d’emblée que la valeur de vérité de —OQp est la méme, dans tout monde
possible, que celle de [J—¢. En effet, on a :

U (m0p) =1

ssi v, (Op) =0

ssi, dans tout monde possible w’ tel que wRwW', v, (@) =
ssi, dans tout monde possible w’ tel que wRw', v,y (—¢p) =1
ssi v, (O-p) =1

e
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On prouve pareillement que les formules =y et $—p sont équivalentes dans tous
les mondes possibles :

v (~0p) =1

ssi v, (Hp) =0

ss’il existe un monde w’ tel que wRw' et ot v, () =0

ss’il existe un monde possible w' tel que wRw' et ot v,y (—p) =1

ssi v, (O—p) = 1.

On dit qu’une interprétation (W, R, v) satisfait un formule (ou qu’elle est un mo-
deéle de cette formule) ss’il existe un monde w € W de cette interprétation ou la
formule est vraie, c’est-a-dire ot on a v, () = 1. Pareillement, si on a un ensemble
de formules 3, on dit qu’un interprétation (W, R, v) satisfait 3 (ou est un modéle de
¥)) ss’il existe un monde w € W de cette interprétation ou chacune des formules de
Y. est vraie, c’est-a-dire ot on a v, (A) = 1, pour toute formule A € ¥. Un formule
ou un ensemble de formules qui a un modéle est dit satisfiable.

Soit ¢ une formule et X un ensemble de formules. On définit ainsi la validité
(vérité logique, tautologie) et la conséquence sémantiques :

. E ¢ (c’est-a-dire ¢ est une formule valide) ssi, dans toutes les interprétations
(W, R,v), on a v,(p) =1 pour tout w € W.

. X E ¢ (cest-a-dire ¢ est une conséquence sémantique de ’ensemble 3 de for-
mules) ssi, dans toutes les interprétations (W, R, v), pour tout w € W et pour toute
formule A € ¥, v,(p) = 1, a chaque fois que v,,(A) = 1. En d’autres termes, on ne
peut trouver aucun monde possible ol une interprétation rend vraies les formules de
Y et fausse la formule ¢. Ou encore : tout modeéle de X est aussi un modele de ¢.

Lorsque I'on veut dire qu’une formule ¢ est vraie dans un monde w; d’une inter-
prétation donnée Z, on s’autorisera ’écriture : Z F,,, ¢. Lorsque 1'on veut dire qu'une
formule ¢ est fausse dans un monde w; d’une interprétation donnée Z, on écrira :
1 ¥, ¢. On fera bien attention au fait qu’ici le symbole « Z » ne représente pas un
ensemble de formules, comme le fait, au contraire, le symbole « % » dans I'expression
« X F ¢ ». On retiendra donc que « Z F,, ¢ » est simplement une abréviation pour
la phrase : « ¢ est vraie dans le monde w; de 'interprétation Z ».

On remarquera que, disposant de cette notion de vérité dans un monde possible
d’une interprétation donnée, on pourrait introduire une autre notion de validité et
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de conséquence sémantiques, plus faible que celle que nous venons de définir. On
dira qu'une formule ¢ est valide dans une interprétation Z, avec une ensemble W de
mondes, ssi la formule est vraie dans tous les mondes possibles de cette interpréta-
tion. Cette définition est donc bien distincte de celle que nous avons introduite plus
haut ou une formule valide ss’il est vraie dans les mondes possibles d’une interpré-
tation donnée, mais dans chaque monde possible de toute interprétation possible.

La sémantique que nous venons d’exposer est en fait (on le verra) la sémantique
d’un systéme particulier de logique modale, qui sert de base a tous les systémes de
logiques modales dits « normaux », et qu’on appelle le « systéme K » (en ’honneur
de Kripke!).

— Exemples de raisonnements sémantiques (voir feuilles distribuées en cours) :
— Montrer : F [Op AO(p = ¢q)] = g
— Montrer : O(p A q) E (Op A Oq)

— Montrer : (Op A Oq) ¥ O(p A q)

On peut aussi prouver, dans ce systéme K, la vérité excessivement importante
de la proposition suivante, dite régle de nécessitation? :

si F ¢, alors F .

Preuve (par l’absurde). Supposons que 1'on ait F . Cela signifie que ¢ est vraie
dans tous les mondes possibles de toutes les interprétations. Maintenant supposons
¥ Up. Cela implique qu’il existe un monde quelconque w; € W d’une interprétation
Z, tel que Z F,,, Op. Cela signifie qu'’il existe un monde w; € W tel que w; Rw; et
que :  Fp,; ¢, ce qui contredit I’hypothése que pour tout monde w € W (et donc
en particulier pour w;) on a Z =, . Donc : Z F,, Op. Comme w; était quelconque,
cela vaut pour tous les mondes w € W. Et comme 7 est également quelconque cela
vaut pour toute interprétation et donc : F L.

2. On parle de « régle », alors qu’il s’agit d’une proposition, parce qu’en réalité, il s’agit du
décalque sémantique d’une régle qu’on utilise dans les systémes axiomatiques de logiques modales
normales, pour faire des déductions.
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Remarque importante : on ne confondra pas la régle de nécessitation avec I’affir-
mation selon laquelle, pour toute formules ¢ du calcul modal propositionnel, ¢ E Uy
(ou laffirmation qui lui est équivalente : F ¢ = ). 3 Tl est clair que cette derniére
affirmation est fausse. On n’a pas par exemple, pour aucune lettre de proposition p,
que p E Op, ce qui signifierait qu’il suffit qu’une telle proposition atomique soit vraie
dans un monde pour qu’elle le soit dans tous les mondes accessibles & ce monde.
Cela éliminerait toute possibilité d’exprimer la contingence d’une proposition. En
général, il est faux de dire que, si sous prenez un monde quelconque d’une inter-
prétation donnée, et que ¢ est vraie dans ce monde, alors ¢ est vraie dans tous
les mondes accessibles & ce monde. Pour que 'on puisse tirer la conséquence selon
laquelle [l est valide, il faut que la formule ¢ soit elle-méme wvalide, en d’autres
termes qu’elle soit une loi de la logique modale (qui comprend, rappelons-le, les tau-
tologies du calcul propositionnel ordinaire). Ainsi on a : F O[(p A ¢) = p|, parce que
(p A q) = p est une tautologie, c’est-a~dire : F (p A ¢) = p. De la méme fagon, on a
FO{O A q) = (Op A Oq)}, parce que Pon a : E O(p A g) = (Op A Oq).

2.4 Systéme de preuve : la méthode des arbres pour
le systéme K

Toutes les régles pour les connecteurs propositionnels sont conservées. On ajoute
les quatre régles suivantes :

(1) —||:](p,i ) _‘<>907i

<>_'90a { D_'Spa {
O, ¢ Qp, i
(3) iRj | (4) iRj
] ©, ]

3. Cette équivalence est vraie si le théoréme de déduction sémantique (I',p E ¢ ssi T F ¢ =
1) est vrai. Les choses ne sont pas aussi claires en logique modale qu’en calcul des propositions
ordinaire. Mais, en gros, ce théoréme est vrai.
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La régle (3) exige que les deux lignes « i, i » et « iRj » soient apparues auparavant
dans la construction de I'arbre pour qu’elle s’applique. En d’autres termes, si on
a seulement « Oy, » ou seulement « 1Rj », la régle ne s’applique pas. On notera
néanmoins que les deux lignes n’ont pas besoin de se succéder immédiatement. En
outre, la regle s’applique a tout nombre, j, k, etc. apparu dans 'arbre : si on a
« U, i » et « 1Rj », mais aussi « 1Rk », on doit écrire : « p,J », et aussi : « p, k ».

La régle (4) exige que le nombre j soit nouveau (il désigne un nouveau monde),
c’est-a-dire qu’il ne doit étre apparu dans aucune des branches de ’arbre auparavant.

Toutes les regles doivent étre appliquées lors de la construction de ’arbre. Une
branche de ’arbre est close ssi, pour toute formule ¢ et tout nombre 7, on a « p, 7 » et
« —p, 1 », sinon elle est ouverte. Si toutes les branches de ’arbre sont closes, I’arbre
est dit lui-méme « clos ». Un arbre qui a au moins une branche ouverte est dit lui-
meéme « ouvert ».

Quand un arbre est clos, on a une preuve de ce qu'une formule ¢ est une consé-
quence logique-syntaxique d’un ensemble > d’autres formules, et on écrit : X - .

Quand un arbre est ouvert, on a montré qu’'une formule ¢ n’est pas une consé-
quence logique-syntaxique d’un ensemble X, et on écrit : X ¥ .

Si (cas ou ¥ = &) on une preuve de la validité-syntaxique d’une formule ¢ (I’arbre
est clos), on écrit : - ¢. Dans le cas contraire (I'arbre est ouvert), on écrit : ¥ ¢.

Quand un arbre est ouvert, et du fait de la complétude du systéme K (voir feuilles
distribuées en cours pour les preuves de ces deux propriétés), qui assure une forme
de correspondance entre les preuves syntaxiques et les justifications sémantiques des
inférences faites a partir des formules dans K, on peut sur la base des branches qui
sont ouvertes, construire des contre-modeéles de 'inférence, c’est—a-dire des interpré-
tations ou les membres de ¥ sont vrais, mais ot la formule ¢ est fausse. On procéde
ainsi :

. (1) On considére une branche ouverte (souvent, il n’y en a qu’une seule, mais ce
n’est pas obligatoire, bien stir). On met dans I’ensemble des mondes W de l'interpreé-
tation, tous les mondes qui apparaissent sur la branche et qui, dans notre notation,
sont désignés par les nombres a droite des noeuds (on ne met pas les mondes qui
apparaissent éventuellement sur d’autres branches).

. (2) La relation R contient tous les couples de mondes en relation d’accessibilité
qui apparaissent sur la branche.
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. (3) Pour chaque formule ¥ non modalisée et chaque monde w;, on pose, pour
une valuation v, que vy, (1) = 1 si ¢ apparait sur la branche avec avec le numéro du
monde w; & sa droite, et que v, (1) = 0, si =) apparait sur la branche avec le numéro
du monde w; & sa droite. Les autres assignations de valeurs de vérité sont arbitraires. *

Voir exemples sur feuilles distribuées en cours.

2.5 Les différentes logiques modales : approche sé-
mantique

2.5.1 Différencier les logiques modales par des conditions im-
posées a la relation d’accessibilité

On peut imposées des conditions & la relation d’accessibilité pour construire des
logiques modales distinctes de K. On a donné des noms a ces différentes logiques :

Logiques | Conditions de cadre

K aucune condition imposée a la relation R

D La relation est sérielle

T La relation est réflexive

B La relation est réflexive et symétrique

K4 La relation est transitive

S4 La relation est transitive et symétrique

S5 La relation est réflexive, symétrique et transitive (équivalence)

4. Rappelons un point important : quand on montre qu’une inférence est syntaxiquement correcte
(que T'on peut construire un arbre clos), il n’y a aucun probléme : nous savons que pour toute
formule (composée de lettres de proposition liées par des connecteurs et des opérateurs modaux),
que Pon peut substituer de fagon uniforme a 'une ou 'autre des variables de formules A, B, C...
qui apparaissent dans les prémisses ou la conclusion, l'inférence est valide. En revanche, quand
on construit un contre-modeéle, il est fauzr de dire que pour toute formule que I'on substitue a ces
variables, l'inférence est invalide. Il est clair par exemple que ¢ A ¥ A. Mais notez que si je substitue
a A, la formule p = p, j’obtiens une inférence tout a fait correcte, puisque p = p est toujours valide.
En revanche, ce que montre un arbre ouvert, c’est qu’il existe certaines substitutions uniformes de
formules aux variables A, B, C'... qui rendent invalide 'inférence. Le plus simple est de substituer
a ces variables A, B, C... des lettres de propositions p, q, r... et de construire sur cette base un
vrai contre-modéle. Nous nous sommes donc autorisés quelques largesses dans la construction des
contre-modéles en n’opérant pas cette substitution.
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2.5.2 Validité

Il nous faut introduire une nouvelle nomenclature, qui se révele fondamentale
pour étudier les différents systémes de logique modale. Soit une interprétation Z =
(W, R,v) quelconque. On peut faire abstraction de la valuation v, pour ne conserver
de cette interprétation que ’ensemble des mondes W et la relation d’accessibilité
R définie entre les mondes. Le couple F = (W, R) est appelé le « cadre » de I'in-
terprétation (le signe JF est utilisé pour frame, cadre en anglais®). Et on dit que
Iinterprétation Z = (W, R,v) est fondée sur le cadre F = (W, R). On dira qu'une
formule ¢ est valide dans le cadre F si elle est valide dans toutes les interprétations
fondées sur F et on écrira : F F .

On peut a partir classer les cadres en fonction de la nature de la relation d’ac-
cessibilité existant entre les mondes. On pourra mettre dans le méme ensemble tous
les cadres dont la relation R est réflexive, ou tous les cadres dont la relation R est
transitive, ou tous les cadres dont la relation R est transitive et réflexive, etc. On
distingue ainsi des classes de cadres. La question sémantique intéressante qui se pose
désormais est de savoir si une formule donnée ¢ est valide dans telle classe de cadre
C, c’est-a-dire §’il est vrai dans les mondes possibles de toutes les interprétations
fondées sur les cadres appartenant a cette classe C. On a donc :

— ¢ est valide dans C ssi ¢ est valide dans les cadres F € C. On note : C F .

On a dispose donc de différentes notions de validité, qui forment des strates
successives : (1) la validité dans une interprétation particuliére, (2) la validité dans
les interprétations fondées sur un cadre particulier, (3) la validité dans une classe
de cadres particuliéres et enfin (4) la validité dans n’importe quelle classe de cadres
(pour toutes les classes de cadres), c’est-a-dire la validité dans K.

5. On appelle aussi ces cadres des « cadres de Kripke », puisque Kripke a été un de ceux qui les
ont introduits.
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2.6 Les différentes logiques modales : approche axio-
matique

2.6.1 Correspondance entre axiomes et types de relation d’ac-
cessibilité

Il existe une correspondance entre les conditions imposées a la relation R et
certains axiomes. Par exemple, toutes les formules qui sont valides dans les cadres
réflexifs peuvent étre dérivées dans le systeme K augmenté de l'axiome T : Up = ¢,
et inversement. Voici quelques axiomes que I'on peut ajouter au systéme K, avec leur

nom traditionnel :
Noms des axiomes | Axiomes

O(p = ¢) = (Up = Ugq)
Cp = Oq

Up=q

p = U0q

Up = g

Op = g

S vl B w RPN

On prouve que le systéme K augmenté d’'un ou de plusieurs de ces axiomes cor-
respond a 1'un ou 'autre des logiques valides dans les cadre suivants :

Logiques | Conditions de cadre Axiomes

K R quelconque K

D R sérielle K+ D

T R réflexive K~+T

B R réflexive et symétrique | K +T + B

K4 R transitive K +4

S4 R transitive et symétrique | K + T + 4

S5 R équivalence K+T+50uK+T+4+ B

Notez que si une formule est valide dans tous les cadres transitifs, ou encore
K4-valide, alors elle est valide a fortiori dans tous les cadres transitifs et réflexifs,
c’est-a-dire qu’elle sera S4-valide. Dans ce cas, on dira que K4 est une sous-logique de
S4. On dit aussi que S4 est une logique plus forte que K4. De la méme maniére, si une
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formule est valide dans tous les cadres transitifs et réflexifs, c’est-a-dire S4-valide,
alors elle est valide a fortior: dans tous les cadres transitifs, réflexifs et symétriques,
c’est-a-dire Sh-valide. Dans ce cas, on dira que S4 est une sous-logique de S5 ou
que S5 est plus forte que S4. Toutes les formules valides de K, qui n’impose aucune
condition a la relation R d’accessibilité, seront donc a fortiori valides dans tous les
autres cadres. En d’autres termes, K est une sous-logique de toutes les autres logiques.
C’est la plus faible des logiques modales normales. Voici un graphe représentant les
relations entre les différentes logiques, ou la fléche représente la relation « étre une
sous logique de » :

K

7N

Re——_——0T

NS

S

Toutes les logiques modales de ce diagramme sont consistantes, complétes et
décidables. Un rapide calcul montre qu’il existe exactement 31 combinaisons des
axiomes D, T, B, 4 et 5, qui donnent, si on ajoute K, 32 logiques modales possibles
fondées sur ces axiomes. En fait, on en distingue 15, les 17 restantes étant équivalentes
a 'une ou l'autre de ces 15 logiques.

On peut donner une liste plus compléte de systémes axiomatiques, en ajoutant
de nouveaux axiomes et de nouvelles combinaisons de ces axiomes. Pour les curieux,
voici un liste de certains de ces systémes :
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Logiques Axiomes

K O(p = q) = (Op=0p)

D K+Op = Op

T K+Op=p

B K+4+p = OOp

K4 K+Op = Op

K5 K+00p = Op

S4 K4+Up=p

GL K4+0O(Op = p) = Op (formule de Lob)
GRz K+O(Op = Op) = p) = p (axiome de Grzegorczyk)
K4.1 K4+00p = OOp (formule de McKinsey %)
K4.2 KA+O(p AOq) = 0O(p Vv Oq)

S4.1 (ou K1) | S44+00p = OUp
S4.2 (ou G1) | S44+00 = OOp (formule de Geach)

S4.3 S4+0(0p = ¢) vO(Oq = p)

Triv Ki+p & p

Verum K4+Op

S5 S4+p = OOp

K4B Kd+p = O0p

Dum (ou N1) | S4+0(0(p = Op) = p) = (OUp = p) (formule de Dummett)
K4BW,, Kd+ A\_y Opi = Vng‘;Ajgn Opi A (pj V Opy))

K4, K44+O"p = 0O™p, pour 1 <m < n

Il existe toute une littérature sur la nature de la corrélation entre les axiomes
et la possibilité d’exprimer ces axiomes dans un langage des relations entre mondes
(transitivité, réflexivité, etc), qui, comme vous l'aurez remarqué sans doute, pour
les logiques , D, T, B, S4, S5, n’utilise qu’'une quantification de premier ordre sur
les mondes possibles avec identité. Cette corrélation n’est pas biunivoque : il existe

6. John McKinsey (1908-1953) était un mathématicien ameéricain, spécialiste de la théorie des
jeux et de logique. Cet axiome est la source de développements importants en logique modale.
Originellement (1945), McKinsey introduisit le systéme S44+O[(00p A OOp) = O(p = q)], et le
nomma S4.1 (voir plus bas dans la liste). Boleslaw Sobocinski (1904-1980, philosophe et logicien
polonais), en 1964, montra que ce sytéme était identique a S4+00p = OUp, et lui donna d’ailleurs
le nom de K1, car en réalité S4.1 (c’est-a-dire K1) n’est pas une sous-logique de S4.2. Martin Ldb
(1921-2006) était un mathématicien allemand émigré en Grande-Bretagne. Andrzej Grzegorczyk
(1922-2014) était un mathématicien et philosophe polonais. Peter T. Geach (1916-2013) et Michael
A. Dummett (1925-2011) étaient de trés grands philosophes britanniques.
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des conditions imposées aux relations exprimables dans le langage des prédicats du
premier ordre qui ne peuvent étre mises en corrélation avec aucune formule du lan-
gage modal, comme l'irréflexivité (Vw—(wRw)). Inversement, il existe des axiomes
qui ne correspondent & aucune condition imposée a la relation d’accessibilité dans
le langage des prédicats du premier ordre, comme la relation dite de « bon ordre »,
qui ne peuvent s’exprimer que dans un langage des prédicats de second ordre (qui
quantifie non seulement sur les mondes possibles, mais aussi sur les ensembles de
mondes possibles). Tout cela fait 'objet d’une théorie qu’on appelle « théorie de la
correspondance », qui a développé des outils puissants depuis les années 70 pour
analyser la nature et la possibilité de ces corrélations.”

Note pour les curieux : un des résultats les plus intéressants, qu’il n’est pas
question de démontrer ici, est dii au logicien norvégien Henrik Sahlqvist qui I’a établi
en 1973. On appelle formule de Sahlquist toute formule de la forme O"(a = ), pour
n > 0, répondant aux conditions suivantes :

(1) « est telle que

(i) aucun opérateur autre que I, {, A, V et = n’y a d’occurrence

(ii) - n’apparait que devant une lettre de proposition

(iii) aucune occurrence de ¢, A ou V ne se trouve dans la portée d'un [J.

(2) B n’autorise que les occurrences de (1, ¢, A, V (= ne doit pas avoir d’occurrence.)

Sahlqvist a prouvé que toutes les classes de cadre validant une telle formule sont
définissables par une formule du prédicat de premier ordre!

La formule modale la plus simple qui n’est pas une formule de Sahlqvist est
la formule de McKinsey : OOp = OUp (il y a dans 'antécédent un opérateur de
possibilité qui est dans la portée d’un opérateur de nécessité). On peut prouver en fait
que la formule de McKinsey ne correspond & aucune condition de cadre définissable
en premier ordre. De méme, la formule de Léb O(Cp = p) = Op n’est pas non plus
une formule de Sahlqvist (I'implication a une occurrence dans l'antécédent) et on
prouve pareillement qu’elle ne correspond a aucune condition de cadre définissable
en premier ordre.

Par contraste, tous les axiomes T, D, B, 4, 5 sont des formules de Sahlqvist. La
formule de Geach (en quelque sorte l'image en miroir de la formule de McKinsey)
est une formule de Sahlqvist et correspond donc a une formule en premier ordre
définissant une condition de cadre. Il s’agit en fait de la formule dite de Church-
Rosser : Vz|[Vy(Rry — 32[Ryz|) — Jy(Rxy AVz[Ryz — z = y])]).

7. Le logicien néerlandais Johan van Benthem y a particuliérement contribué.
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2.6.2 Caractéristiques communes aux différent systémes axio-
matiques

Tous les systémes admettent les trois régles d’inférence suivantes :

— Substitution (Sub) : si, dans une thése, on substitue uniformément une for-
mule quelconque & une lettre de proposition, la formule résultante est une
these.

— Modus Ponens (MP) : si ¢ = 1 et ¢ sont des théses, ¥ est une thése.

— Neécessitation (N)= si ¢ est une thése, Oy est une thése.

Rappel : une déduction pour ¢ est une suite finie de formules de L, ¢/, ..., ¥,, telle
que :
— pour 1 <1 < n,; est soit un axiome, soit est obtenue par Sub, M P ou N sur
une ou deux formules d’indice < 1.
Une formule ¢ pour laquelle existe une déduction est appelée une thése, ce que 'on
note : - .

On admet ensuite comme axiomes dans tous les systémes de logique modale étu-
diés ici, toutes les théses (tautologies) du calcul de CP.

Dans les déductions, on utilisera les régles d’inférence dérivées des theses de CP
(tautologies) qui sont de la formes ¢ = 1, ce qui revient & admettre que si ¢ est une
these, alors 1 est une thése. Parmi les plus fréquemment utilisées, on trouve :

- Syll. : siFo=vetk1yY=0alorstp=40.

- Adj. : si et 1 alors ¢ A9 et réciproquement.

- Contra. :  si k¢ = 1 alors - ~1) =~ et réciproquement.
- Contrab. :  si b ¢ < 1 alors - ~p <~ et réciproquement.
- Comp : siFe=1vetkp=~0alorskp= (YVAF).

- Imp-exp: sitk = (¥ =0)alors - (p A1) = ) et réciproquement.

On fera également usage du théoréme de remplacement qui établit que si, dans
une thése, on remplace une sous-formule ¢ par une formule v’, telle que - ¢ < 9/,
alors la formule obtenue est également une thése. On note la régle correspondante :
Remp et "Remp dans (n)/ Contra.", par ex., indique que la formule qui remplace
une sous-formule dans la formule (n) lui est équivalente par la régle dérivée "Contra".
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2.7 Le systéme K

Ce premier systéme est le plus simple puisqu’il ne comporte qu'un axiome modal,
a savoir 'axiome K : O(p = ¢q) = (Oqg = Og). On peut également écrire (grace a
Imp-exp) cet axiome sous la forme : O[(p = ¢q) A Op|] = Og. Tous les systémes que
I’on étudiera incorporent cet axiome.

2.7.1 Reégles dérivées modales

— Ry :sit =1, alors - Uy = [ : en effet :

Fye =1 (1) supposé déja déduit
FO(p = v) (2) N sur (1)
FOW@=1v)= (Op=0¢) (3) Subdans K

F Dy = Ly MP sur (2), (3)

Il n’est pas difficile de voir que si ’on suppose déja déduit une formule de la
forme ¢ < 1, le schéma de déduction précédent permet avec Adj et la défini-
tion de < de déduire Uy < [y ; on a donc la régle dérivée plus forte suivante :

— R} :sik @<, alors F Ly < .
— Ry :sitk =1, alors - Qp = Q1.
On déduit d’abord la these : O(p = q) = (Op = Oq) :

FO(~g=~p)= (O~g=0~p) (1) Subdans K
FOp=9q) = (~O~p=~0O~q) (2) Remp dans (1)/ Contra.

0P =a) = (Op = 0q) Remp dans (2)/ df. ¢.
On a alors :

Fp=1 (1) supposé déja déduit

FO(p = ) (2) N sur (1)

FOW@=1v)= (0= 0v¢) (3) Subdans la thése juste déduite
F O = O, MP sur (2), (3).
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2.7.2 Le systéeme K
Distributivité dans K

On peut déduire dans K les lois de distributivité /A et {/V ainsi que les impli-
cations pour OJ/V et O/AS.

— Distributivitée /A :

F(pAg)=p (1)  Taut.

FO(pAg) = Up (2) Ry sur (1)
F(pAg =q (3)  Taut.

FO(Aq) =g (4) Ry sur (3)
FO(PAq) = (OpAUQq) (5)  Comp. sur (2), (4).
Fp=lg= (pAq) (6)  Tanut.

- Op= Olg = (94 ) (1) Ry sur (6)
FOg= (pAq)=[0¢=0(pAq)] (8) Subdans K

FOp = [Hg=0(pAq) (9)

Syll. sur (7), (8)
F({OpAUOq)=0O(pAq) (10) Imp-exp. sur (9)
FOM@Ag = OpAOgA[(EBpalq) =Op@Ag)] (11) Adj. sur (5), (10)
FO(pAq) < (OpAlaq) df. & sur (11)

— Distributivité ¢ / V :

FO(~pA ~q) < (O~pAO~gq) (1) Subdans Distrib O/ A

F~O ~(~pAg) < (~OpA ~Oq) (2) Remp dans (1) / df. opérateurs.
F~O(pV q) < (~OpA ~0q) (3) Remp dans (2) / de Morgan

F OV q) &~ (~0pA ~Oq) (4) Contrab. sur (3)

FO(pVa) < (OpVOq) Remp dans (4)/de Morgan

On peut déduire immeédiatement de la distributivité ¢/V la these :
Olp = q) & (Op = Oq); en effet :

FO(~pVq) < (O~pVOq) (1) Subdans Distrib. ¢/V
FO(~pVq) < (~OpVOq) (2) Remp dans (1)/df. O
FO(p=4q)< (Op=90q) (2) Remp dans (2)/df. =

— Rapport [0 / V.

On a seulement l'implication suivante : (Op VvV Oq) = O(p V q) ; en effet :

8. 1l est facile de voir que ces théses sont 1a encore les homologues de ce que l'on a en premier
ordre pour les quantificateurs en relation avec A et V.
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Fp=(pVq) (1) Taut.

FOp=0(pVq) (2) Ry sur (1)

Fg= (pVq) (3) Taut.

FOg=0O(pVq) (4) Ry sur (3)
Fip=r)={@=r)=[pve=rl} (5) Taut

F{Opvq)=0OpVq) Reégle dérivée de (5) sur (2), (4).

— Rapports Q/A.

On a seulement 'implication suivante : O(p A q) = (Op A Oq) ; en effet :

F(O~pvOn~g) = O(~pV ~q) (1) Sub dans la thése précédente
F~O(~pV ~q) =~ (O ~pVvDO~gq) (2) Contra. sur (1)
FO ~(~pV ~g) =~ (~0pV ~Oq)  (3) Remp dans (2) / df. opérateurs
FO(pAqQ) = (OpAQq) Remp dans (3) / de Morgan

+ double négation.

2.7.3 Exemples d’autres systémes
Le systéme D

Le systéme D est obtenu en ajoutant a K I'axiome D : Op = Op.

Cet axiome est appelé D comme "Déontique" : si 'on interpréte Up par "il est
obligatoire que p" et Op par "il est permis que p", cet axiome se lit : "ce qui est
obligatoire est permis", ce qui semble raisonnable (7).

De D on déduit facilement : {(p = p); en effet :

Fp=p (1) Taut

=0 =p) (2) N sur (1)
FOp=p) = 0(p=p) (3) Subdans D
=o(p = p) MP sur (2), (3)

Mais si ’on prenait cette derniére thése pour axiome a la place de D, on pourrait
déduire D ; il suffit de se souvenir de la thése déja déduite dans K :

O =q) < (Op=0q)
et de substituer p a ¢. Le systéme obtenu serait équivalent a D.

Plus généralement, le systéme D permet d’avoir, pour toute thése F ¢, une nou-



28 CHAPITRE 2. LOGIQUE MODALE PROPOSITIONNELLE

velle thése de la forme F (¢, ce que ne permettait pas le systéme K. 11 suffit de
passer de - ¢ a F Op par N, de substituer, dans D, ¢ a p, puis d’appliquer M P.

Le systéme T

Le systeme T est obtenu en ajoutant a K 'axiome T : Op = p. Ce systéme fut
proposé par Feys en 1937.
On déduit immédiatement de cet axiome la thése p = Op; en effet :
FO~p=~p (1) Subdans T
Fp=~0O~p (2) Contra.sur (1)
Fp = 0p Remp dans (2) / df. O
Si 'on appelle T, 'aziome de nécessité, on peut appeler cette thése (que l'on
pourrait prendre pour axiome a la place de T) I'aziome de possibilité. 1l exprime
cette vieille maxime leibnizienne que tout ce qui est réel est a fortiori possible °

2.8 La méthode des arbres pour les autres logiques
modales

Pour obtenir des dérivations dans les systémes qui implique la réflexivité, la sy-
métrie, la transitivité ou la sérialité, on utilise les régles intuitives suivantes :

Réflexivité | Symétrie | Transitivité | Sérialité

. iRj iRj .
{ { JRE 1
iRi jRi ! iRj

iRk

9. Sil’on avait une thése de cette forme dans K, on pourrait déduire {(p = p) qui n’est pas une
thése de K et est équivalent & D comme on vient de voir; en effet :
FOp (1) These supposée déduite dans K
Fg=(p=0p) (2) Taut
Fo=(p=Dp) (3)  Sub dans (2)
FOp=0(p=p) (4) Resur(3)
FOo(p=p) MP sur (1), (4).
10. cf. par ex. dans la lettre & Arnauld du 4/14 juillet 1686 (p. 120 de ’éd. Le Roy) : "Tout ce
qui est actuel peut étre congu comme possible. . .".
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2.9 Logique polymodale

Remarquons : (1) nous nous sommes restreints a utiliser un seul opérateur modal,
qui, par I'usage de la négation, permettait d’en définir un deuxiéme, l'opérateur de
possibilité (Op =4 —0O-p), qu'on appelle le « dual » de opérateur de nécessité ' ;
(2) nous avons interprété comme l'opérateur de nécessité. Mais on peut relacher cette
double condition. 2

Tout d’abord, pourquoi ne pas interpréter les éléments de W comme des instants
du temps, notés t,, et pourquoi ne pas interpréter la relation R comme une relation
entre ces instants ¢, 7 On interprétera autrement la formule Up. Elle signifie désormais
que, en un instant ¢, p est vrai a tout instant ¢’ qui est en relation avec t, pour ¢,t’ €
W. On peut interpréter la relation d’accessibilité comme la relation de postériorité
temporelle. [lp signifie alors que p sera toujours vrai. Dans ce cas, au lieu du symbole
[, on utilise plutot le symbole « G », et on écrit : Gp. On définit, grace a la négation,
lopérateur dual, signifiant qu’il n’est pas vrai que p sera toujours faux, c’est-a-
dire : « Il sera vrai que p ». On utilise le symbole F', plutoét que ¢, pour ce faire :
Fp =g —G—p. En d’autres termes, de méme que « Op est vrai dans le monde w »
signifie qu’il existe un monde possible w’, accessible & w, ou p est vrai, de méme « Fp
est vraie au temps ¢ » signifie qu’il existe au moins un instant t', postérieur a ¢, ou
p est vrai.

Mais en second lieu, nous voudrions stirement pouvoir représenter des propositions
dont la vérité est passée, et non seulement future. Du point de vue sémantique cela
signifie que, sur le méme ensemble d’instants W, nous voudrions définir une seconde
relation entre les instants qui représentera la relation d’antériorité. En le faisant,
nous pourrons dire qu’'une proposition a toujours été vraie dans le passé, ce que l'on
notera Hp. Le dual de l'opérateur H est noté P, de sorte que Pp pourra étre lu
comme « il a été le cas dans le passé que p ». Hp est vrai en un instant ¢ ssi p est
vrai & tous les instants ¢ antérieurs a t. Et Pp est vrai a un instant ¢, s’il existe
au moins un instant ¢ antérieur a t ou p est vrai. Comme cette logique comprend
deur opérateurs (avec leurs opérateurs duals), on a affaire & un exemple de logique
« polymodale ».

Une fois le langage de ce qu’on appelle « la logique temporelle » mis en place,

11. En mathématiques, la dualité est une relation par laquelle un élément est associé a un autre par
une opération d’involution. Une involution est une fonction qui est son propre inverse : f((fz)) = x.
La négation par exemple est une involution : =—p = ¢.

12. 1l en existe en fait une troisiéme : les opérateurs de nécessité et de possibilité sont unaires. Mais
pourquoi ne pas se donner la possibilité d’opérateur d’arité quelconque ? Il existe de tels opérateurs
intensionnels, par exemple des opérateurs binaires : « p aprés que q », « p avant que q », « p tant
que q », « p jusqu’a q », etc.
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on peut exprimer certaines formules intéressantes, par exemple : Pp = GPyp. En
d’autres termes : « tout ce qui est arrivé sera désormais toujours arrivé », ce qui
semble une vérité générale a propos du temps, quelle que soit la maniére dont on le
congoit.

2.9.1 Sémantique pour la logique temporelle minimale

On peut construire de la facon suivante notre sémantique. On se donne une in-
terprétation sous forme d’un triplet (W, {R, S}, v), ou

— W est un ensemble d’instant ¢,

— 'ensemble {R, S} est un couple de relations définies sur ’ensemble de W, ou
I'interprétation naturelle de tRt’ est que t' est postérieur a t et celle de tSt’ est que
t' est antérieure a t :

— v est une valuation.

On se donnera les régles d’évaluation suivantes :
v;(Gp) = 1 ssi pour tout instant ' tel que tRt', vy (p) =
v (Fp) = 1 ss'il existe un temps t’ tel que tRt et vy (p) =
+(Hp) = 1 ssi pour tout instant ¢’ tel que tSt', vy (p) = 1
(

v (Pp) = 1 ss'il existe un temps ¢’ tel que ¢St et vy (p) =1

i~

En réalité, dans les logiques temporelles, on pose que la relation S qui représente la
relation d’antériorité est exactement la relation converse de la relation de postériorité
R. En d’autres termes, si on a t;t;, alors on a t;5;, et inversement ; ce qui revient
a dire que, si un premier instant est postérieur & un second instant, alors ce second
instant est antérieur au premier instant : ¢; Rt; est équivalent a ¢; Rt;. La formule veut
donc aussi bien dire que t' est postérieur a ¢, que t est antérieur a t'. C’est pourquoi
on peut se contenter des régles d’évaluation suivantes, plus naturelles, avec la seule
relation R :

v:(Gp) = 1 ssi pour tout instant ¢’ tel que tRt', vy (p) =
v (Fp) = 1 ss'il existe un temps t' tel que tRt" et vy (p)
v(Hp) = 1 ssi pour tout instant ¢’ tel que t'Rt, vy (p) =
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v (Pp) = 1 ss'il existe un temps t’ tel que 'Rt et vy (p) =1
Exemple. On construit 'interprétation Z suivante :

W - {t07 tlv t27 t37 t4}

R = {(to;t1), (t1;t2), (t2; t3), (t3;ta), (to; ta), (t15t3)}

Quand aucune condition n’est imposée a la relation R (ou aux relations R et S,
ce qui revient au méme), alors nous obtenons la logique modale la plus faible, que,
par analogie avec la dénomination de la logique K, on appelle « K; », dite « logique
temporelle minimale ».

On montre que la formule : Pp = GPp est valide dans 'interprétation précé-
dente, c’est-a-dire vraie a tous les instants de cette interprétation. Par exemple, elle
est vraie en t;. Preuve : Pp est vrai en ty, puisqu’il existe en un instant antérieur
a ty, a savoir ty, ou p est vraie. GPp est vraie en ¢, ssi Pp est vraie a tout instant
postérieur a t;. Il existe deux instants postérieurs a ty, a savoir ty et t3. Or Pp est
vraie en ty, puisqu’il existe un instant antérieur a t, ol p est vraie, a savoir t;. Et Pp
est vraie en t3, puisqu’il existe un instant antérieur a t3 ol p est vraie, a savoir t;.
Puisque son antécédent et son conséquent sont vrais en tq, la formule est Pp = GPp
est elle-méme vraie en t;. CQFD
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. Exercices :

La formule Pp = G Pp est-elle valide dans I'interprétation Z 7
La formule Pq = G Pq est-elle vraie en t1 7 En t5 7
Le schéma de formules Py = G Py est-il valide dans K, ?

2.9.2 Axiomatisation de K;

On peut axiomatiser « K; », en ajoutant au calcul des propositions, les axiomes
et régles suivants :

~Ka: Glp=4q) = (Gp= Gq)
« Tout ce qui suivra toujours de ce qui sera toujours sera lui-méme toujours »

~Kp: H(p=q) = (Hp= Hq)
« Tout ce qui a toujours suivi de ce qui a toujours été a lui-méme toujours été »

~-GP:p=GPp
« Ce qui est aura toujours été »

~-GH:p= HFp
« Ce qui est a toujours été tel qu’il arriverait »

— La régle de substitution uniforme

— Régle de nécessitation 1 (Ng) : si b ¢, alors - Gy
— Regle de nécessitation 2 (Ng) : si b ¢, alors - Hp

Les deux premieres régles Ky et Kg sont les analogues de 'axiome K pour les
opérateurs H et G, comme le sont les deux régles de nécessitation Ng et Ny par
rapport a la régle de nécessitation dans K. Les deux axiomes GP et GH assurent que
les opérateurs H et G correspondent a des relations temporelles converses.

On démontre que le systéme axiomatique K; est consistant et complet par rapport
a notre sémantique. Les théorémes de K; expriment donc les propriétés des opérateurs
temporels qui ne dépendent d’aucune présupposition particuliére sur la nature de la
relation d’antériorité (ou de postérité) temporelle.
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2.9.3 D’autres systémes de logique temporelle

On peut se donner d’autres logiques temporelles en ajoutant & K; d’autres axiomes
(du point de vue syntaxique) ou en imposant des conditions supplémentaires sur la
relation R (ou R et S) (du point de vue sémantique). Voici les différentes conditions
que 'on peut imposer et leurs traductions axiomatiques :

Réflexivité (REF) : Gp = pou Hp=pou = Fpoup= Pp

Transitivité (TRANS) : Gp = GGp ou Hp = HHp ou FFp = Fp, PPp = Pp
Linéarité dans le futur (LINF) : PFp = (PpV pV Fp)

Linéarité dans le passé (LINP) : FPp= (PpV pV Fp)

Linéarité (LIN) : (FPpV PFp) = (PpVpV Fp)

Pas de commencement (NONC) : Hp = Pp

Pas de fin (NONF) : Gp = Fp

Densité (DENS) : GGp = Gp ou Fp = FFp

Induction vers le futur (INDg) : Fp AG(p = Fp) = GFp

Induction vers le passé (INDy) : Pp A H(p = Pp) = HPp

Bon ordre (BO) : H(Hp = p) = Hp)

Complétude de Dedekind pour le futur (DEDEF) : FGpA F—p = F(GqA—-PGp)
Complétude de Dedekind pour le pass¢ (DEDEP) : PHpAP—-q = P(HqA—F Hp)

On peut en fonction des combinaisons d’axiomes choisies (et donc des classes de
cadres qui correspondent) construire les logiques temporelles suivantes :

Logiques | Axiomes

K; K¢ + Ky + GP + GH

S4, K; + REF + TRANS

L; K; + TRANS + LIN

N; L, + NONF + IND¢ + BO

Zy L; + NONC + NONF + INDg + INDy

Q; L; + NONC + NONF + DENS

R; L; + NONC + NONF + DENS + DEDEF+ DEDEP




