Logique modale - éléments






Premiére partie

Logique modale propositionnelle






Chapitre 1

Systémes axiomatiques

1.1 Langage L pour la logique modale

1.1.1 Symboles de L
1. Un ensemble P infini dénombrable de lettres de propositions : py,...p, ... (on
utilisera en pratique les lettres p, g, r, etc.)
2. Les connecteurs propositionnels habituels : ~; A(V, =, <, introduits par df.).
3. Les opérateurs modaux : (1, Q (O : nécessaire, ¢ : possible).

4. Symboles impropres : (, ), [, |, {, }, etc.

1.1.2 Formules de L.

1. Une lettre de proposition est une formule bien formée.

2. si ¢ est une formule bien formée, ~ ¢, [y, O sont des formules bien formées.
3. si ¢ et ¥ sont des formules bien formées, p A 1 est une formule bien formée.
4.

Seules sont bien formées les formules engendrées par application des clauses 1.-
3.

1.2 Caractéristiques communes a tous les systémes
axiomatiques étudiés

Depuis Godel ("Eine Interpretation des intuitionistischen Aussagenkalkiils", 1933),
on admet que les systémes modaux ne sont que des extensions de CP (= Calcul des
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6 CHAPITRE 1. SYSTEMES AXIOMATIQUES

Propositions) ; on retrouve dans ces systémes les théses de CP ainsi que les deux
régles d’inférence classique.

Les systémes que Lewis avait élaborés dans les années 10-20 n’étaient pas dans
ce cas : aucun axiome n’était une formule de CP et parmi les régles d’inférence
on trouvait un MP "strict" (si F ¢ et b ¢ < 1 alors - 1 étant entendu que
© <1 =4 O(p = 1) ), mais pas la régle de Nécessitation. Il reste que I'on pouvait
déduire des systémes de Lewis les theses de CP et établir a titre de régle dérivée le
M P classique.

1.2.1 Interdéfinissabilité des opérateurs modaux

On a les définitions suivantes pour (et ! :

D’ou les bi-implications suivantes qui valent comme théses (cf. plus bas) dans
tous les systémes axiomatiques :

- Op & ~0 ~p, ainsi que :

- ~Ups O~p

-~ Uhpe ~0 0 ~p

- O0p & ~0O 0 ~p; ete.

1.2.2 Reégles d’inférence

Tous les systémes admettent les trois régles d’inférence suivantes :

— Substitution (Sub) : si, dans une thése, on substitue uniformément une for-
mule quelconque a une lettre de proposition, la formule résultante est une thése.

— Modus Ponens (M P) : si ¢ = 1) et  sont des théses, 1) est une these.

— Nécessitation (V)= si ¢ est une thése, L est une thése.

Rappel : une déduction pour ¢, dans un systéme de logique modale S, est une suite
finie de formules de L, 91, ..., ,, telle que :

- =1y

1. Le jeu entre négation et opérateurs modaux est le méme que celui qu’il y a entre la négation
et les quantificateurs en premier ordre



1.2. CARACTERISTIQUES COMMUNES A TOUS LES SYSTEMES AXIOMATIQUES ETUDIEST

— pour 1 <17 < n,1; est soit un axiome, soit est obtenue par Sub, M P ou N sur
une ou deux formules d’indice < 1.

Une formule ¢ pour laquelle existe une déduction dans un systéme de logique modale
S, est appelée une these de S, ce que 'on note : Fg ¢.

1.2.3 Axiomes

— On admet comme axiomes dans tous les systémes de logique modale étudiés
ici, toutes les théses (tautologies) du calcul de CP.

— Les différents systémes de logique modale se différencient par les axiomes mo-
daux qu’ils incorporent. On se limitera ici aux six axiomes suivants :

- K:Op=9) = (Op=0Uq)
- D:Op= Op

- T:Op=p

-4 :Up=0Ulp

- B:p=00p

- 5:Q0p=00p

Les principaux systémes de logique modale sont alors :

— le systéme K qui ne contient que K

— le systéme D qui contient K et D

— le systéme T qui contient K et T

— le systéme S4 qui contient K, T et 4

— le systéme B qui contient K, T et B

— le systéme S5 qui contient K, T et 5, ou bien K, T, 4 et B.

1.2.4 Reégles dérivées et régle de remplacement

Dans les déductions, on utilisera les régles d’inférence dérivées des theses de CP
(tautologies) qui sont de la formes ¢ = 1, ce qui revient & admettre que si ¢ est une
these, alors 1 est une thése. Parmi les plus fréquemment utilisées, on trouve :
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- Syll. : siFpo=vetk1yY=0alorstp=40.

- Adj. : si et - alors ¢ A et réciproquement.

- Contra. :  si k¢ = 1 alors - ~1 =~ et réciproquement.
- Contrab. : sik ¢ < ¥ alors F ~p &~1) et réciproquement.
- Comp : siFp=vYetke=~0alorstkyp= (YAF).

- Imp-exp :  sit @ = (¢ = 0) alors - (¢ A ) = ) et réciproquement.

On fera également usage du théoréme de remplacement qui établit que si, dans
une thése, on remplace une sous-formule ¢ par une formule v/, telle que - ¢ < 9/,
alors la formule obtenue est également une thése. On note la régle correspondante :
Remp et "Remp dans (n)/ Contra.", par ex., indique que la formule qui remplace
une sous-formule dans la formule (n) lui est équivalente par la régle dérivée "Contra".

1.3 Le systéme K

Ce premier systéme est le plus simple puisqu’il ne comporte qu'un axiome modal,
a savoir I’axiome K (en I'honneur de Kripke!) : O(p = ¢q) = (Op = Og).

On peut également écrire (grace a Imp-exp) cet axiome sous la forme : O[(p =
q) A Op] = Og, ce qui met en évidence 'analogie avec la formule correspondant au
MP en propositionnel. D’une certaine maniére, si I’on accepte l'interprétation de
Lewis de I'implication stricte, a savoir qu’elle code la relation d’inférence, cet axiome
exprime ce qui est bien connu en CP, & savoir que d'une tautologie, on ne peut
inférer qu'une tautologie. Bien entendu, cet axiome prend un sens plus large si 'on
admet que peuvent étre nécessaires des propositions qui ne sont pas des tautologies,
ce qui est le présupposé (discutable?) de la logique modale. Tous les systémes que
I’on étudiera incorporent cet axiome; de tels systémes sont dits «normaux».

1.3.1 Reégles dérivées modales

— Ry :sibx @ = 1, alors Fg Uy = Y @ en effet :

Fx = (1) supposé déja déduit
Fk O(p = ) (2) N sur (1)

Fk O(p = ) = (Op = Oy)  (3) Sub dans K

Fk Op = Oy MP sur (2), (3)

Il n’est pas difficile de voir que si 'on suppose déja déduit une formule de la
forme ¢ < 1), le schéma de déduction précédent permet avec Adj et la défini-
tion de < de déduire Uy < [ ; on a donc la régle dérivée plus forte suivante :
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— R} :silkg p <1, alors Fx Op < .
— Ry sl g @ = 1, alors Fk Op = Q.

On déduit d’abord la these : d(p = ¢) = (Op = Oq) :

Fk O(~qg=~p)= (O0~q¢g=0~p) (1) Subdans K
Fk Op=¢q) = (~O~p=~0~q) (2) Remp dans (1)/ Contra.

Fx O(p = q) = (Op = 0q) Remp dans (2)/ df. 0.
On a alors :

Fr @ = 1 (1) supposé déja déduit

Fk O(p = 9) (2) N sur (1)

Fk O(p = ¢¥) = (O = 0v) (3) Sub dans la theése juste déduite

Fk Op = O, MP sur (2), (3).

A titre de curiosité historique, on peut déduire, dés maintenant et trés facilement
dans K, la formule qui correspond & la deuxiéme prémisse du Dominateur ("l'impos-
sible ne suit pas du possible")? et qui s’écrit :

Op=q) = (~0qg=~0p)

(i.e. si ¢ suit de p alors si ¢ est impossible, p I'est également 3). On voit qu’il suffit de
remplacer, dans la thése déduite ci-dessus pour justifier la régle R,, le conséquent de
I'implication principale : (Op = Ogq) par son contraposé : (~Oq =~ Op). De plus, il
est aisé de voir que K est également déductible de la formule du Dominateur, sup-
posée admise comme axiome, puisque 'on a la déduction suivante, qui, en quelque
sorte, retourne la précédente :

Fx O(p = q) = (~0q =~9Op) (1) Dominateur

Fk O(p = q) = (Op = 0q) (2) Remp dans (1) / Contra

Fk O(~q=~p) = (O ~qg= 0 ~p) (3) Subdans (2)

Fk Op=q) = (~0 ~p=>~0~q) (4) Remp dans (3) / Contra x 2
Fk O(p = ¢) = (Hp = g Remyp dans (3) / df O

2. Rappel : la premiére prémisse est : "Toute proposition vraie concernant le passé est nécessaire",
et la troisiéme : "Est possible ce qui actuellement n’est pas et ne le sera pas".

3. Si l'on contrapose cette formule cela donne : ~ (~ g =~ Op) =~0(p = ¢), autrement dit :
(~O0g N Op) = O ~(p=q), ce qui peut se lire : si ¢ est impossible et p possible, alors ¢ ne suit pas
logiquement de p.
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On voit donc que si I'on prenait la formule du Dominateur pour axiome a la place
de K on obtiendrait un systéme équivalent a K.

De maniére générale, K affirme que si une implication est nécessaire ("stricte",
au sens de Lewis, cf. plus bas, section 1.5.1, p. 16), alors :

— l'antécédent est non-nécessaire ou impossible, selon que le conséquent est lui-
meéme non-nécessaire ou impossible respectivement, i.e.
Fx O(p = ¢) = (~Ug =~0p)
et
Fk U(p = q) = (~0q =~0p);

— le conséquent est nécessaire ou possible, selon que 'antécédent est nécessaire
ou possible respectivement, i.e.
Fx O(p = ¢) = (Op = Ug) (K)
et
Fx O = q) = (Op = 0g)-

Chacune des quatre formules correspondantes (dont K) pourrait étre prise pour
axiome ; les systémes obtenus seraient équivalents.

1.3.2 Distributivité dans K

On peut déduire dans K les lois de distributivité CI/A et ¢ /V ainsi que les impli-
cations pour OJ/V et O/A*.

— Distributivité O/A :

4. 11 est facile de voir que ces théses sont 1a encore les homologues de ce que l'on a en premier
ordre pour les quantificateurs en relation avec A et V.
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Fk (pAq) =D

Fk O(p A q) = Op

Fk (A q) = ¢

Fx O(p A q) = Oq

Fk O(pAq) = (Op Alq)

11

Taut.

Ry sur (1)

Taut.

Ry sur (3)

Comp. sur (2), (4).

Fkp=lg= (pAq)] (6) Taut.

Fx Up=0lg = (p A g)] (7) By sur (6)

Fk Olg= (pAq)] = [Og=O(pAq)] (8) Subdans K

Fk Op = [Og = O(p A q)] (9)  Syll. sur (7), (8)

Fk (OpAQq) = 0(pAQq) (10) Imp-exp. sur (9)

Pk [O(p A g) = (Op AOg)| A [(Op Alg) = DpAg) (1) Adj. sur (5), (10)

Fx O(p A q) < (Op AOq) df. & sur (11)
— Distributivité ¢ / V :

Fk O(~p A ~q) < (O~pADO~q) (1) Sub dans Distrib OO/ A

Fg~ O ~(~p A~g) < (~Op A~Oq) (2) Remp dans (1) / df. opérateurs.

Fk~O(pV q) < (~Op A ~0q) (3) Remp dans (2) / de Morgan

Fk O(p V q) &~ (~Op A ~)q) (4) Contrab. sur (3)

Fk O(pV q) & (OpV0Oq) Remp dans (4)/de Morgan

On peut déduire immédiatement de la distributivité ¢/V la thése :

Olp = q) < (Op = Oq); en effet :

Fk O(~pVq) < (0 ~pVOg) (1) Sub dans Distrib. ¢V

Fk O(~pVq) < (~OpVOq) (2) Remp dans (1)/df. O
Fk O(p=q) < (Op=90q) (2) Remp dans (2)/df. =

— Rapport O / V.

On a seulement l'implication suivante : (Op VvV Oq) = O(p V q) ; en effet :

Fk p= (pV Q) (1) Taut.
Fx Op=O(pVq) (2) Ry sur (1)
Fk g = (pVq) (3) Taut.
Fk Og = O(p Vv q) (4) Ry sur (3)
Fk(p=r)={g=r)=[pVe=r]} (5) Taut

Fk (OpVvOq) = 0(pVa) Reégle dérivée de (5) sur (2), (4).
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— Rapports O /A.

On a seulement l'implication suivante : O(p A q) = (Op A Oq) ; en effet :

Fx~O(~pV ~q) =~ (O ~pVvO~gq) (2) Contra.sur (1)
Fg O ~(~pV ~q) =~ (~OpV ~q) 3) Remp dans (2) / df. opérateurs
Fk O(pA Q) = (Op A OQq) Remp dans (3) / de Morgan

+ double négation.

(

Fk (O ~pVvO~gq) = O(~pV ~q) (1) Sub dans la thése précédente
(
(

Ces lois de distributivité se généralisent aisément. Si I'on convient de noter [1"
une suite de n O (méme chose pour ¢"), et (p1 A --- A p,,) une conjonction a m
membres (méme chose pour une disjonction), on a (pour n,m = 0) :

—Fx O"(pr A~ Apm) < (O A AD"Dy)
— Pk OM(p1 V- Vpm) & (O"pr V-V O )
— kg (@"p1 Ve VO ) = O p1 Ve Vo)
- Fx <>n(p1/\"'/\pm) = (<>"p1/\-~~/\<>”29m)

On a du reste le méme genre de généralisation pour 'axiome K et sa conséquence
quasi-immédiate en terme de ¢ :

- Fx O"p = q) = (O = O"q)
- FxO(p=q) = (O"p=0"q)

1.3.3 Consistance de K.

On démontre facilement que I'on ne peut déduire dans K une formule et sa né-
gation, i.e. on ne peut avoir a la fois, pour une formule ¢, Fg ¢ et Frx~p.

On appelle « transformée propositionnelle » d’une formule de K, la formule obte-
nue en supprimant tous les opérateurs modaux qui y figurent : par ex. la transformée
propositionnelle de la formule :

Olp A g) = (Op A Qq)

est tout simplement la formule :

(pANg)= (pNq)
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On note ¢’ la transformée propositionnelle d’une formule .
On montre d’abord que toutes les transformées propositionnelles des théses de K
sont des theéses (tautologies) de CP :

— laxiome K a pour transformée propositionnelle la formule : (p = ¢q) = (p = ¢)
qui est clairement tautologique!!!

— les régles d’inférence, appliquées a des théses dont les transformées proposi-
tionnelles sont des theses de CP, ne permettent de déduire que des théses dont
les transformées propositionnelles sont elles mémes des théses de CP. En effet :

1. pour Sub. : soit ¢ une formule de K, # une formule quelconque et ¥ la
formule obtenue a partir de ¢ par substitution de # a une lettre de pro-
position p figurant dans . Il est aisé de se convaincre que )’ est la méme
formule que celle qui aurait été obtenue a partir de ¢’ par substitution a
pde @'

Soit par ex. la formule : (Op Vv Oq) = O(p V ¢) dans laquelle on substitue
O(r v UOs) a p. On obtient alors la formule :

(O0(r vOs) vOg) = O(0(r vds) V)
dont la transformée propositionnelle est
((rvs)vg)=(rVvs)Vag)

On obtient évidemment la méme formule si 'on substitue (r V s) (trans-
formée prop. de ¢(rvs) ) apdans: (pVq) = (pVq) (transformée prop.
de (OpVvOq) = DO(pVq))

Si donc ¢ est une thése de K, ¢ est, par hypothése, une thése de CP et
la formule 7', étant obtenue par substitution de 8’ dans ¢, est également
une thése de CP.

2. pour M P : (p = 1) est clairement identique a ¢’ = ' ; alors : si p =
et ¢ sont des théses de K, ¢’ = 9/ et ¢ sont, par hypothése, des théses
de CP et ¢ obtenu par M P dans CP est une thése de CP.

3. pour N : évident, puisque la transformée prop. de Uy est identique a celle
de ¢ : puisque, par hypotheése, la seconde est une thése de CP, la premiére
I’est également.

Si donc on pouvait déduire dans K une formule ¢ et sa négation ~ ¢, on
pourrait déduire dans CP ¢’ et ~ ¢/, ce que 'on sait impossible puisque CP
est, consistant.
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K est donc consistant ®.

1.3.4 Incomplétude (syntaxique) de K

On vient de voir que toutes les transformées propositionnelles de théses de K sont
des théses de CP. L’inverse n’est évidemment pas le cas : une formule de K dont la
transformée propositionnelle est une thése de CP n’est pas nécessairement une thése
de K. Il est clair qu'une formule comme p = [p n’est pas une thése de K (heureuse-
ment ! ), alors que sa transformée propositionnelle, p = p est évidemment une theése

de CP. Supposons alors que l'on ajoute cette formule aux axiomes de K en formant
ainsi le systéeme p:f(Dp; d’aprés la démonstration précédente, toutes les formules que
I’on pourra déduire dans pT(Dp auront pour transformées propositionnelles des théses
de CP. On ne pourra donc pas déduire une formule et sa négation dans pT{Dp, pour

la méme raison pour laquelle on ne peut déduire une formule et sa négation dans K.
p=Up
K est donc consistant et n’est, en conséquence, pas complet au sens "syn-

taxique", au sens ot un systéme d’axiomes est syntaxiquement complet ssi il devient
inconsistant si ’on ajoute aux axiomes une formule qui n’est pas une thése du sys-
téme.

On verra plus tard qu’en un autre sens de "complétude" K est bien complet
(ouf!).

Ces résultats valent également pour les autres systémes de logique modale étu-
diés, puisque les nouveaux axiomes que l'on introduira ont tous pour transformée
propositionnelle : p = p.

1.4 Le systéme D

Le systéme D est obtenu en ajoutant a K I'axiome D : Op = Op.

Cet axiome est appelé D comme "Déontique" : si I'on interpréte Clp par "il est
obligatoire que p" et Op par "il est permis que p", cet axiome se lit : "ce qui est
obligatoire est permis", ce qui semble raisonnable (7).

De D on déduit facilement : {(p = p); en effet :

5. Il résulte de ce qui précéde que 'on ne peut avoir dans K des théses de la forme Cp ou Op
puisque p n’est jamais une thése de CP.
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Fpp=p (1) Taut

Fp O(p = p) (2) N sur (1)
FoO(p=p) =0(p=p) (3) SubdansD

Fb O(p = p) MP sur (2), (3)

Mais si ’on prenait cette derniére thése pour axiome a la place de D, on pourrait
déduire D ; il suffit de se souvenir de la thése déja déduite dans K :

Fp O(p = @) & (Op = Oq)

et de substituer p a ¢g. Le systéme obtenu serait équivalent a D.

Plus généralement, le systéeme D permet d’avoir, pour toute thése Fp ¢, une
nouvelle thése de la forme Fp Q¢, ce que ne permettait pas le systéme K°©.

Il suffit de passer de Fp ¢ & Fp Uyp par N, de substituer, dans D, ¢ a p, puis
d’appliquerM P.

1.5 Le systéme T

Le systeme T est obtenu en ajoutant a K I'axiome T : Up = p.

Ce systéme fut proposé par Feys en 1937 et peut-étre considére comme le pre-
mier "vrai" systéme pour les modalités aléthiques. L’axiome T peut sembler tres
raisonnable lorsque 1'on interpréte les opérateurs par "nécessaire" et "possible" mais
il ne 'est plus si I'on donne aux opérateurs une interprétation déontique, puisqu’il
reviendrait & admettre que si p (étre honnéte, par ex.) est obligatoire, alors p est
effectivement le cas, ce qui est malheureusement tout a fait faux (remarque empi-
rique).

Plus philosophiquement, cet axiome peut étre récusé : si 'on admet que seules
sont "nécessaires" les propositions de la logique et des mathématiques, et qu’elles sont
"nécessaires" précisément parce qu’elles n’affirment rien du monde (ce pourquoi elles
sont soustraites au controle de 'expérience), il n’y a plus aucun sens a les tenir pour
"vraies" puisqu’a proprement parler elles ne parlent de rien qui pourrait étre le cas;
elles ne font qu’exprimer (de maniére malencontreuse) des "régles de transformation"

6. Sil'on avait une theése de cette forme dans K, on pourrait déduire ¢(p = p) qui n’est pas une
these de K et est équivalent & D comme on vient de voir ; en effet :
Fk Op (1) These supposée déduite dans K
Fk ¢= (p=p) (2) Taut
Fk o= (p=Dp) (3)  Sub dans (2)
Fk Op = O(p=p) (4) Rssur (3)
Fk O(p = p) MP sur (1), (4).



16 CHAPITRE 1. SYSTEMES AXIOMATIQUES

intra-langagiéres 7.

Cet axiome n’est donc acceptable que si I'on admet qu’il puisse y avoir des vérités
factuelles nécessaires, ce que toute une tradition philosophique (humienne ?) refuse;
ou bien qu’il y ait un domaine de réalités "platoniciennes" au regard duquel les pro-
positions logiques et mathématiques sont vraies (ce que la méme tradition refuse).

On déduit immédiatement de cet axiome la thése p = Op; en effet :
FrO~p=~p (1) SubdansT
Frp=~0O~p (2) Contra. sur (1)
Frp = Op Remp dans (2) / df. O
Si 'on appelle T, I'axziome de nécessité, on peut appeler cette thése (que l'on
pourrait prendre pour axiome a la place de T) I'aziome de possibilité. 1l exprime
cette vieille maxime leibnizienne que tout ce qui est réel est a fortiori possible®
On montre alors facilement que D est déductible de T ; en effet :
FrOp=p (1) T
Frp = O0p  (2) "Ax. de possiblité"
FrOp = Op Syll. sur (1), (2)

De T, on tire la régle d’inférence dérivée évidente :
- R3 i si p Uy alors 7 @

1.5.1 Remarque historique.

On se souvient que C. 1. Lewis avait réveillé I'intérét pour les modalités a partir de
sa critique de 'implication "matérielle" comme codant 'inférence dans les Principia
de Whitehead et Russell. Il semblait & Lewis que si l'on interprétait ainsi 'implication
"matérielle" on devrait faire face aux "paradoxes" suivants :
— une proposition fausse implique n’importe quelle proposition :
Fep = (p=q)

— une proposition vraie est impliquée par n’importe quelle proposition :
Fp=(¢=p)

— de deux propositions I'une implique I'autre ou réciproquement :
Fp=q9V(e=p)

7. Ce qui était, par ex. la position de Wittgenstein suivi par les gens du Cercle de Vienne, dans
les années trente

8. cf. par ex. dans la lettre & Arnauld du 4/14 juillet 1686 (p. 120 de I’éd. Le Roy) : "Tout ce
qui est actuel peut étre cong¢u comme possible. . .".
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Lewis ajoutait a ces trois lois "paradoxales", les suivantes :
Fpng) = (peq)

= (~pA ~q) = (p<q)

F(~pAag)=(p=q)

et I’ensemble des implications dont ’antécédent est la négation d’une implication :
(= p
~q

P =~q
~p=4q
~p=~q
q=7p
q=~p
~q= D

F~(p=q) S

S A

\
Lewis introduisit ce qu’il appela I'implication "stricte", que 1'on note : p < ¢ et
qu’il définissait par : ~Q(p A ~¢q) (ce qui revient donc a O(p = q)) ; cette implication
devait étre telle que " “p implique ¢” [soit] synonyme de “q est déductible de p” "°?.
La bi-implication stricte p = ¢ se définit classiquement par : (p < q) A (¢ < p).
Il peut étre intéressant de voir comment se comporte I'implication stricte dans T.
Voila ce que l'on obtient :
— Tout ce qui vaut de I'implication stricte vaut de 'implication matérielle dans
T puisque T permet de passer de - ¢ < ¢ (i.e. O(¢ = ¢)) a F ¢ = 1, par Rs.
De méme, par Sub dans T puis N, on a toutes les théses de la forme :

(e <) <(p=1).

— L’inverse n’est évidement pas le cas puisque cela voudrait dire que 1'on aurait
F (p < ¢¥) = (¢ = ), I'implication "stricte" devenant alors strictement
équivalente a 'implication "matérielle". Pour les mémes raisons, si ’on a bien :

F(p<q) < ~(pA ~q), on n’a évidemment pas :
F~(pA ~q) < (p <q)); pas plus que l'on a :
Fp=<qVig=p)
— On retrouve cependant des théses qui ressemblent un peu aux "paradoxes" de

I'implication matérielle si I’on transforme I'implication matérielle principale des
formules "paradoxales" en implication stricte. Par contre, les formule obtenues

9. Survey, p. 122.
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en remplagant également les implications subordonnées en implications strictes,
ne sont pas des théses de T.
On peut résumer cela par le tableau suivant :

Formules qui sont des théses de T Formules qui ne sont pas des théses de T
F~p < (p=q) ~p=<(p=<4q)

Fp < (¢=p) p=<(qg=p)

F~(p=q) < (p=~q) ~(p=<q) <(p=<~q)
F~(p=q) < (~p=q) ~(p=<q) <(~p=<q)
F~(p=q) < (~p=~q) ~(p=<q) < (~p=<~q)
F~(p=q <(¢=Dp) ~(p=<q) <(@=<Dp)
F~(p=q) < (¢=~p) ~(p<q) < (g =~p)

En réfléchissant un peu, on pourra se convaincre qu’il n’y a dans ce qui précéde
rien de paradoxal (les theses de la colonne de gauche sont simplement obtenues
par application de N aux théses correspondantes de PC en se souvenant que
p < q est défini par O(p = q)).

Si les formules de droite ne sont pas des théses, les formules suivantes, obtenues
par application de R, de la définition de "<" et de N aux théses correspon-
dantes de CP, le sont :

~F~Op=<(p=<q)

- FOp=<(¢=<p)
F~Op = q) < (p <~q)
F~Op=q) < (~p <q)

— F~Op = q) < (~p =<~q)
F~O(p = q) < (¢ < D)
F~O(p = q) < (¢ =<~p)

ko 3Kk Kook ok ok sk sk sk sk ok ookok sk ok sk sk sk sk kR kokskokokok skok sk k

L’examen des autres systémes, S4, B, S5, portera essentiellement sur la possi-
bilité de "réduire" les modalités. Dans T, aucune suite d’opérateurs modaux n’est
équivalente a une suite plus courte; on a ainsi une immense variété de modalités :
OO ou bien : GLIO ou encore : QUIICICIO, ete. La seule chose que 'on a, ce sont
les implications :

1. Fr O0p = Op (par Sub dans T de Op 4 p);
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2. b OOp = Op (par Sub dans T de Op a p);
3. b1 Op = OOp (par Sub dans I’ "axiome de possibilité" de Op a p);
4. by Op = O0p (par Sub dans I’ "axiome de possibilité" de Op a p).

L’introduction de nouveaux axiomes a pour effet de réduire le nombre de moda-
lités, jusqu’a n’en avoir plus que quatre (si 'on ne compte pas le Vrai et le Faux
parmi les modalités comme le faisaient les médiévaux) : O, ¢, ~O et ~ O, ce qui
peut sembler plus raisonnable, mais ne va pas sans quelques prises de positions phi-
losophiquement discutables.

1.6 Le systéme S4

Le systéeme S4 est obtenu en ajoutant & T I'axiome 4 : Up = OUp.

Cet axiome exprime que ce qui est nécessaire 1’est nécessairement, ce qui auto-
rise une itération indéfinie de "nécessaire". Historiquement, cela va a ’encontre de
la célébre conception cartésienne de la création, par Dieu, des "vérités éternelles" 1,
mais est en accord avec la thése leibnizienne que ces mémes vérités s’imposent & Dieu

lui-méme et donc qu’elles sont nécessairement nécessaires '*.

10. Voir par ex. la fin de la lettre & Mersenne du 15 avril 1630 : "Mais je ne laisserai pas de
toucher en ma physique plusieurs questions métaphysiques, et particuliérement celle-ci : Que les
vérités mathématiques, lesquelles vous nommez éternelles, ont été établies par Dieu et en dépendent
entiérement, aussi bien que tout le reste des créatures. C’est en effet parler de Dieu comme d’un
Jupiter ou d'un Saturne, et 'assujettir au Styx et aux destinées, que de dire que ces vérités sont
indépendantes de lui. [...] On vous dira que si Dieu avait établi ces vérités, il les pourrait changer
comme un roi fait ses lois; & quoi il faut répondre que oui, si sa volonté peut changer. — Mais
je les comprends comme éternelles et immuables. — Et moi je juge le méme de Dieu. — Mais sa
volonté est libre. — Oui, mais sa puissance est incompréhensible; et généralement nous pouvons
bien assurer que Dieu peut faire tout ce que nous pouvons comprendre, mais non pas qu’il ne
peut faire ce que nous ne pouvons pas comprendre ; car ce serait témérité que de penser que notre
imagination a autant d’étendue que sa puissance." De la méme maniére, Descartes insiste dans la
lettre & Arnauld du 29 juillet 1648 sur ce "...qu’on ne doit dire d’aucune chose qu’elle ne peut pas
étre faite par Dieu; étant donné que toute espéce de vrai et de bien dépend de sa toute-puissance,
je n’oserais méme pas dire que Dieu ne peut pas faire qu'une montagne soit sans vallée, ou qu'un
et deux ne fassent pas trois..."

11. cf. par ex. Monadologie §46 : "Cependant, il ne faut point s’imaginer avec quelques-uns que
les vérités éternelles, étant dépendantes de Dieu, sont arbitraires et dépendent de sa volonté, comme
Descartes parait ’avoir pris et puis Monsieur Poiret. Cela n’est véritable que des vérités contingentes
dont le principe est la CONVENANCE ou le choix du MEILLEUR; au lieu que les vérités éternelles
dépendent uniquement de son entendement, et en sont 1’objet interne." Il faut noter cependant que
si ces vérités ne dépendent pas de la volonté divine, leur réalité (mais pas le fait qu’elles soient
vraies) repose sur ’entendement divin : "...c’est, & mon avis, entendement divin qui fait la réalité
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1.6.1 Lois de réduction de S4.

Préambule : on va déduire un certain nombre de théses ayant la forme de bi-
implications, qui auront pour effet de permettre de remplacer dans une formule
quelconque une suite d’opérateurs par une suite plus courte en vertu de Remp.
Ainsi par ex. si I'on a la thése - OOp < Op, on pourra remplacer dans une
formule une suite de [ par un seul .

Soit par ex. une formule comme : p = (OOOOO0g A OOp). Dans la partie sou-
lignée de cette formule, on a la sous-formule OG0 que 'on peut considérer
comme étant de la forme (g et que 'on peut donc remplacer par la formule
O (c’est a dire : OOOOq) en vertu de 1'équivalence ci-dessus supposée démon-
trée et dans laquelle on a remplacé p par Ollg. On voit facilement que cette
procédure peut maintenant étre répétée dans la partie soulignée pour éliminer
un deuxiéme J; on arrivera donc a la formule : p = (OOOOg A OUp).

Si maintenant on a, par ex., déduit également la thése : F ¢OIOp < Olp,
on pourra éliminer une des deux suites de QL] et obtenir en fin de compte la
formule : p = (O0g A O0p).

Il est facile de voir comment on peut faire usage de ces bi-implications.

Voila ce que I'on peut obtenir comme bi-implications dans S4.

Si 'on conjoint 'axiome 4 & 'implication 2, p. 19, on obtient :
- LRy : FgUUp < Up
permettant ainsi de réduire les suites de [ & un seul.

A partir de I'axiome 4, par substitution de ~p & p puis Contra. et df. de ¢, on
obtient :

Fsa OOp = Op

ce qui avec l'implication 3, p 19, donne la thése :

= LRy : Fs4 OOp & Op
permettant ainsi de réduire les suites de ¢ a un seul.

On déduit maintenant la bi-implication :

des vérités éternelles quoique sa volonté n’y ait point de part. Toute réalité doit étre fondée dans
quelque chose d’existant. [...] Mais s’il n’y avait point de Dieu il n’y aurait point d’objet de la
géométrie ; et sans Dieu, non seulement il n’y aurait rien d’existant, mais il n’y aurait méme rien

de possible." (Théodicée, 11, §184).
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— LR3 : Fgqs OOp < OOOOP ; en effet :

Fs4 OOp = Op (1)
Fgq OLOP = OOp (2)
Fsq OOOP = Op (3)
Fgq O0O0p = O0p  (4)

Fsq OOp = O0O0P (5)
Fsy OOOp = 0000p  (6)
Fsa OOp = 0O000p  (7)

Fsa OOp & OOUOD

Sub dans T

par Ry sur (1)

par la loi de réduction 2. ci-dessus sur (2)
par Ry sur (2)

Sub dans "Ax. de possiblité"

par Rysur (5)
par la loi de réduction 1. ci-dessus sur (6)

par Adj. sur (4), (7) et df. &, QED.

Enfin, par substitution de ~p & p dans LRs3. Contrab. et df. ) on obtient la

nouvelle loi de réduction :
— LRy : kg OUp < OO0

1.6.2 Modalités dans S4

Il résulte des lois précédentes que, outre le Vrai et le Faux, on ne trouve plus que
6 x 2 modalités distinctes dans S4, & savoir :

O

O
o
o

ouo
oon

Ol W N~

~0 |1
~O 2’
~00 |3
~o0 | 4
~oU0 | 57
~0o0 | 6

On peut justifier cela de la maniére suivante.
On part des deux modalités irréductibles : [ et ¢.
— ¢i on leur préfixe le méme opérateur, cela s’annule par les deux premiéres lois

de réduction 1. et 2., ci-dessus.

— si on leur préfixe un opérateur différent, on obtient les modalités 3. et 4.

— si I'on préfixe a 3. et 4. le méme opérateur que celui de gauche, cela s’annule
par les lois de réduction 1. et 2. ci-dessus;

— si 'on préfixe a 3. et 4. un opérateur différent de celui de gauche, on obtient

les modalités 5. et 6.

— si I'on préfixe a 5. et 6. le méme opérateur que celui de gauche, cela s’annule
par les lois de réduction 1. et 2. ci-dessus;
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— si l'on préfixe a 5. et 6. un opérateur différent de celui de gauche, on en revient
aux modalités 3. et 4. par les lois de réduction 3. et 4. ci-dessus.
On ne peut donc espérer découvrir de nouvelles modalités.

1.7 Le systéme B

Le systéeme B est obtenu a partir de T en ajoutant 'axiome B : p = OOp.

Ce systéme est indépendant de S4 au sens ou ni 4 n’est déductible de B, ni
I'inverse. Il ne présente pas un intérét particulier pour la question de la réduction
des suites d’opérateurs.

Notons seulement que grace a B, on a la régle d’inférence dérivée :

— Ry :sitg Qp = ¢ alors Fg ¢ = [ ; en effet :

Fg O = 9 (1) theése supposée déja déduite
Fp O0p = Oy (2) Ry sur (1)

Fgp=00p  (3) Subdans B

Fg o = Oy Syll. sur (2), (3)

1.8 Le systéme S5

Le systéeme S5 est obtenu a partir de T en ajoutant 'axiome 5 : Op = LOp.

Ce systéme est [e systéme de logique modale par excellence, celui qu’utilisent les
philosophes d’esprit un peu métaphysicien (pas toujours de maniére trés correcte!) ;
il est le plus proche de la conception leibnizienne des "mondes possibles", ce que I'on
verra plus clairement lorsque ’on abordera la sémantique de ces systémes. On peut
cependant noter que cet axiome exprime que ce qui est possible I'est nécessairement,
et fait donc pendant & I’axiome 4 qui exprime que ce qui est nécessaire I'est nécessai-
rement. Pour Leibniz, le possible est seulement ce qui n’implique pas contradiction,
ce qui reléve de la pure logique et ne peut donc étre dépendant de la volonté d’un
dieu quelconque, ce qui fait parfois dire & Leibniz que I'entendement divin (mais pas
la volonté, bien stir) est le "pays des possibles" 2. Ce qui est possible I'est donc de
toute nécessité, et Dieu n’y peut rien.

On a, dans S5, la régle dérivée Ry, converse de la précédente (R;), mais dont la
justification est un peu plus laborieuse :

12. voir par ex. la lettre & Arnauld citée plus haut : "Pour appeler quelque chose de possible, ce
m’est assez qu’on en puisse former une notion quand elle ne serait que dans I’entendement divin,
qui est pour ainsi dire le pays des réalités possibles. Ainsi en parlant des possibles, je me contente
qu’on en puisse former des propositions véritables."
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— R :si kg5 ¢ = Oy alors Fg5 O = 9 ; en effet :

Fss @ = Y (1) supposé démontré
Fss Up = p (2) Ax. T

Fss O(p = q) = (Op = Oq) (3) Diodore (cf. p. 9)
Fss Op = UOp (4) Ax. 5

Fss O ~p = 0TO ~p (5)  Sub dans (4)
Fss~Op =~ OUp (6) Remp dans (5)/ df. opérateurs
Fss OUp = Up (7)  Contra sur (6)

Fss O(p = O) (8) N sur (1)

Fss O(p = 0OY) = (Op = 00¢)  (9)  Sub. dans (3)

Fss O = O (10) M.P. sur (8), (9)
Fss QLW = Uy (11)  Sub. dans (7)

Fss O = LY (12) Syll sur (10), (11)
Fss L = ¢ (13)  Sub. dans (2)

Fss O = 9 (14) Syl sur (12), (13)

1.8.1 Les modalités dans S5

Dans S5, on ne trouve plus que les quatre modalités élémentaires : (1, {, ~[ et
~{, ce que I’on va montrer.

On a vu que dans 54, il ne restait que 6 x2 modalités distinctes, dont 4 x 2 suites
alternées. Si 'on pouvait déduire 4 dans S5, il ne resterait qu’a déduire les lois de
réductions :

~ LRs: Op & U0p

— LRg : Op < Op
pour que des suites de ce type se réduisent a I’'une ou 'autre des modalités et que ne
subsistent que les quatre modalités élémentaires.

Pour LR; :

Fss O0p = Op (1) Sub dans 'axiome T
Fss Op = 0O0p  (2) Axiome 5
Fss Op < OOp Ajd. sur (1), (2), et df. &
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Pour LRg :

Fs5 O ~p = 0O ~p (1) Sub dans l'axiome 5
Fes~00 ~p= ~O ~p (2) Contra. sur (1)

Fss O0p = Op (3) Remp sur (2) / df. opérateurs
Fss Op = OUp (4) Sub dans I’ "axiome de possibilité"
Fss Op < O0p (5) Adj. sur (3), (4) et df. <.

On peut alors prolonger cette déduction pour obtenir I’axiome 4 :

Fss O0p < O00p  (6) Sub dans LRs. ci-dessus

Fos Op=000p  (7) Syll sur (4), (6)

Fss Op = O0p Remp dans (7) / LRg, ce qui revient & remplacer
la sous-formule du conséquent :OUp, par Up.

Il résulte de ce qui précéde, d'une part que S4 est un sous-systéme de S5 : tout ce
qui est déductible dans S4 l'est dans S5; et d’autre part que des 6 x 2 modalités de
S4, il n’en reste plus que 2 x2 puisque toutes les suites "[JO" se réduisent a "O" en
vertu de LR5. et toutes les suites "OUI" se réduisent & "[I", en vertu de LRg. Ainsi
disparaissent les modalité 3-3’, 4-4’, 5-5’, 6-6’ de S4. Il ne reste donc que O, ~[, $
et ~O.

1.8.2 Equivalence des systémes S5 et KT4B

On peut enfin remarquer que l'axiome B est immédiatement déductible des
axiomes T et 5 puisque 1'on a :
Fgs p = Op (1) "axiome de possibilité"
Fss Op = 0O0p (2) Axiome 5
Fgs p = LOp Syll. sur (1), (2).

Il en résulte que le systéme B est également un sous-systéme de Sb.

D’un autre coté, si 'on ajoute au systéme T les axiomes B et 4 (ce qui donne le
systéeme KT4B), on a une déduction pour l'axiome 5 ; en effet :
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Fkrag Op = O00p (1) Sub dans 'axiome B
Frkras Op = OO0p réduction de la suite () dans (1)
en vertu de LRy (déduite dans S4).

En conséquence, les systéemes S5 = KT5, et KT4B, sont équivalents.

Les relations entre les différents systémes peuvent étre ainsi figurées :

S4

/ \
K — D — T S5

N /
B

La fleche "—" signifie que le systéme de gauche est inclus dans celui de droite,
au sens, donc, ou toutes les théses du systéme de gauche sont des théses du systéme
de droite; par ex; si Fr ¢ alors g4 ¢, etc. Cette relation est transitive. On remar-
quera qu’il n’y a pas de fleche reliant S4 et B.



26

CHAPITRE 1. SYSTEMES AXIOMATIQUES



Chapitre 2

La sémantique des "mondes
possibles"

2.1 Remarques introductives

En logique des propositions standard, on se donne une interprétation des lettres
de propositions et on calcule la valeur de vérité de la formule toute entiére (= une
ligne d’une table de vérité). On peut considérer métaphoriquement que chaque in-
terprétation correspond a un "monde possible". Pour déterminer si une formule est
vraie dans un "monde possible", nous n’avons & prendre en compte que la valeur de
vérité des "propositions élémentaires" dans ce méme monde ; la vérité ou la fausseté
de la formule en question dans ce monde, ne dépend pas de ce qui est le cas dans les
autres mondes (sur les autres lignes de la table de vérité).

Il n’en est pas de méme si nous voulons déterminer si une formule ¢ est "neutre",
tautologique ou contradictoire : & ce moment, il faut prendre en considération ce qui
se passe dans tous les autres mondes ; et comme il est possible de faire le tour de tous
les mondes (de toutes les interprétations possibles des lettres de propositions figurant
dans ), puisqu’ils sont en nombre fini, il est également possible de déterminer si ¢ est
vraie pour au moins une (mais pas toute), pour toute ou pour aucune interprétation,
et donc si elle est "neutre", tautologique ou contradictoire.

En reprenant une idée attribuée a Leibniz, on peut transcrire ce qui préceéde en
disant qu’une formule qui est vraie dans tous les "mondes possibles" est nécessaire-
ment vraie, alors quune formule qui n’est vraie dans aucun "monde possible", est
contradictoire, etc. Il y a deux composantes dans cette idée :

1. Pour établir qu’une proposition est nécessairement vraie, il ne suffit pas d’éta-

27
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blir qu’elle est vraie dans un monde, car rien n’interdit qu’elle soit fausse dans un
autre monde; de la méme maniére, pour établir qu'une proposition est nécessaire-
ment fausse (contradictoire) dans un monde il ne suffit pas d’établir qu’elle est fausse
dans un monde car rien n’interdit qu’elle soit vraie dans un autre monde. Autrement
dit : il ne suffit pas de "connaitre" la valeur de vérité, dans un monde, des propo-
sitions élémentaires qui figurent dans une proposition "moléculaire" de la forme "il
est nécessaire que ", ou "il est possible que " pour pouvoir établir qu’elle est vraie
ou fausse dans ce méme monde.

Il s’agit 1a d’une maniére d’exprimer nos "intuitions" modales : si ¢ est vraie,
alors ¢ est certainement "possible" ("possiblement vraie") mais si ¢ est simplement
fausse, il ne s’ensuit pas que ¢ soit impossible : il est faux que Jospin soit Président
de la République, mais on ne voit pas que cela soit impossible.

De la méme maniére, si @ est fausse alors ¢ est certainement non-nécessaire mais
si ¢ est vraie, il ne s’ensuit pas que ¢ soit nécessaire : il est vrai que Sarkozy est
Président de la République, mais on ne voit pas que cela soit nécessaire. Seul un
fataliste extrémiste, dira-t-on, pourrait récuser ces points.

Les opérateurs modaux ne sont donc pas "vérifonctionnels" au sens ou les connec-
teurs propositionnel le sont; mais la maniére "leibnizienne" de présenter les choses
permet de minorer la difficulté puisque dans chacun des mondes possibles, on peut
admettre que les formules s’évaluent comme en propositionnelle standard.

2. Le deuxiéme point est plus délicat. Admettre sans plus de précisions, qu’une
proposition est nécessaire si elle est vraie simpliciter dans tous les mondes possibles,
c’est considérer que le vocabulaire modal n’est qu’une "facon de parler" sans réelle
portée : il s’agit seulement d’une autre maniére de dire qu'une formule est vraie
pour toute interprétation (que c’est une "vérité logique", etc.), ou qu’elle n’est vraie
pour aucune interprétation etc., ce qui seul importe. On réduit ainsi le nécessaire
/ contradictoire au logiquement vrai /faux. Mais cela suppose que 'on adopte un
point de vue "divin" (ou jupitérien) a partir duquel on peut "voir" tous les "mondes
possibles" ; certes, nous sommes en mesure de prendre un tel point de vue en logique
propositionnelle, puisqu’il n’y a, en vertu d’un certain nombre de principes admis
(en particulier celui de I'indépendance des propositions élémentaires), qu'un nombre
fini de mondes possibles "& explorer".

Toutefois, cela ne va sans doute pas de soi : nous sommes situés dans un monde
(disons le monde "actuel", si tant est que nous puissions prouver qu’il est bien ac-
tuel...) et c’est dans ce monde, avec les ressources qui sont les notres, que nous avons
a établir qu’une proposition est, ou non, nécessaire (contradictoire, etc.). En termes
de "mondes possibles" cela signifie que, peut-étre, seuls certains mondes possibles
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nous sont envisageables : par ex. il est probable que nos ancétres cromagnonesques,
ne pouvaient "imaginer" que nous pourrions communiquer & grande distance quasi
instantanément (via une ligne téléphonique, par ex.). Pour eux, donc, du point de
vue de leur monde, notre monde n’est pas possible.

De maniére plus générale, on ne voit pas qu'il soit "logiquement nécessaire" (!!)
qu’un monde puisse avoir acces a tous les mondes et il convient donc de ménager la
possibilité (!!) que lorsque 'on évalue, dans un monde, une formule de la forme "il
est nécessaire que ", ne soient "accessibles", de ce monde, que certains mondes mais
pas d’autres. C’est ainsi que 'on peut éviter de confondre purement et simplement le

nécessaire et le logiquement vrai, ou le possible et le logiquement non-contradictoire.

On peut mettre en forme les considérations précédentes, en spécifiant les trois
données qui permettront d’évaluer une formule "modale" dans un monde :

1. quels mondes il y a, autrement dit, il faut se donner un ensemble M de
“mondes”.

2. quels mondes chaque monde peut “voir”, i.e. les mondes qui sont accessibles a
partir de chaque monde.

3. quelle valeur de vérité prennent les lettres de proposition dans chacun de ces
mondes.

En d’autres termes, il nous faut la donnée d’'un ensemble de mondes M, d’une
relation R (dite d’"accessibilité¢") définie sur 'ensemble des mondes, et enfin d’une
fonction d’interprétation ¢ qui attribue une valeur de vérité aux lettres de proposi-
tion dans chacun des mondes. Ces trois données spécifient ce que I'on appellera un
"modele".

Avant de fournir une définition précise d’'un modéle et de fournir les régles d’éva-
luation des formules, prenons un exemple informel.

Soit la formule : O(p V ¢q) = (Op v Oq).

On considére un ensemble M de trois mondes : mg, my, mso, en convenant que :
mg peut "voir" mq, m; peut "voir" mo, et que chacun de ces trois mondes peut se
"voir" lui-méme. Dans my, p et ¢ sont vraies, dans my, p est fausse et ¢ est vraie, et
dans mg, p et ¢ sont fausses.
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Dans myg, p V g est vraie, ainsi que dans m mais pas dans my. Puisque de my,
on ne voit que myg et my, on a donc : C(p V ¢q) vraie dans mg. Dans my, on ne voit
que miet mg, et donc : O(p V q) est fausse dans m;. Enfin dans my, O(p V q) est
évidemment fausse.

Premier résultat : O(p V q) est vraie dans my, fausse dans my et mo.

On en tire tout de suite que la formule toute entiére est vraie dans ces deux
derniers mondes. Qu’en est-il dans mg 7

p est vraie dans mg et fausse dans m;; or de mg, on “voit” m; et donc Up est
fausse dans my.

q est vraie dans myg et dans m; ; or on ne “voit” que mg et m; de mg et donc Ulg
est vraie dans mg. Au bout du compte, donc, [Ip V Ug est vraie dans mg et donc la
formule tout entiére 'est également dans my.

Comme elle I’était également dans m; et mo, elle est donc "valide" dans ce “mo-
dele”, i.e. elle est vraie dans tous les mondes du "modéle".

Si, par contre, on avait eu les mémes trois mondes mais avec dans mo, p vraie et
q fausse et une relation réflexive et telle que seul mg “voit” les deux autres mondes,
alors la formule n’est plus valide dans ce modéle.

En effet : dans mg, pV q est vraie, tout comme dans les deux autres mondes, et
donc O(p V q) est vraie dans mg. Dans mg toujours, p est vraie, mais p est fausse en
mz, et donc Op est fausse en mgy. Méme chose pour [lg et donc : CIp Vg est fause en
myg et donc la formule tout entiére est fausse en mg. Elle n’est donc pas valide dans
ce modele.

2.2 Modéle et évaluation des formules

Un modeéle M est un triplet : < M, R,i >, tel que :

— M est un ensemble de mondes,

— R est une relation a deux places définie sur M,

— 1 : P — p(M), est une fonction (interprétation) qui associe a chaque lettre de
proposition de 'ensemble P, le sous-ensemble (de M) des mondes dans lesquels
cette lettre de proposition est vraie; i(p) désigne donc l’ensemble des mondes
dans lesquels p est vraie.

On définit récursivement “p est vraie dans le monde m; du modéle M”, ce que
I'on note : M E,,,. ¢ (M FE,,, ¢ : ¢ est fausse dans le monde m; du modéle M), par :
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si ¢ est la lettre de proposition p, M E,,, ¢ ssi m; € i(p).

si ¢ est de la forme ~ 1, M F,, ¢ ssi M F,,, 1.

si p est de la forme ¥ A0, M E,,. ¢ ssi M F,,. Y et M E,,. 0.

si p est de la forme [, M F,,; ¢ ssi pour tout m; tel que m;Rm;, M &, 9.

AN

si ¢ est de la forme ¢, M F,,, ¢ ssi il existe au moins un monde m; tel que
miij et M ':mj ¢

Remarque : si, d'un monde m;, aucun monde, pas méme m; lui-méme, n’est
accessible (on dit en ce cas que m; est un “cul de sac”), la régle 4. conduit a
admettre que pour une formule ¢ quelconque, M F,,, Oy, et la régle 5 que
MFE, Op.

En effet, par contraposition, la régle 4 s’énonce :

4. si g est de la forme U, M F,,, Oy ssi il existe au moins un monde
my; tel que m; Rm; et M ¥y, 1.

Il en résulte que si m; est un "cul de sac", m; ne voit aucun monde et donc
en particulier aucune monde m; tel que M ¥, ¢; d’ou : quelle que soit ¢,
Uy ne peut étre fausse dans m;.

De la méme maniére, puisque m; ne voit aucun monde, m; ne voit aucun
monde m; tel que M F,,; ¢; d’ou : quelle que soit ¢, Oy ne peut étre vraie
dans m;.

Autrement dit, dans un cul de sac, tout est nécessaire et rien n’est possible !

2.2.1 Exemples d’évaluation
On peut présenter les deux exemples ci-dessus sous forme de tableau.

1. Soit M; =< M, R,i > tel que :

M : {mgy, my,ms},
R: {< mg, Mo >, < Mg, M1 >, << My, my >, << My, My >, << My, My >},
i(p) = {mo}, i(q) = {mo, m1}.

Tableau pour O(p V ¢) = (Op v Oq) :

plq|0Op|0Og|pVvg|OpVve | OpvOg | OpVe = (OpVvg)
mo A\ vV F A\ vV A\ A\ A\
mq F A\ F F A\ F F A\
meo F F F F F F F A\




32

CHAPITRE 2. LA SEMANTIQUE DES "MONDES POSSIBLES"

O(p V q) = (Op Vv Oq) est donc valide dans M,

M {mg,ml,mg},

. Soit My =< M, R,7 > tel que :

R:{<mg,mg>,< mg,my >, < mg,mg >, < my,my >, < Mg, My >},
i(p) = {mo, ma},

i(q) = {mo, m1}.

Tableau pour O(p V ¢) = (Op Vv Oq) :

plq|0Op|0Og|pVvg|OpVe | Opvg | OpVe = (OpVvg)
mo | V|V F F Vv vV F F
mq F AV F Vv AV vV vV AV
me | V|F| V | F \% \% % %

O(p V q) = (Op v Og) n’est donc pas valide dans M.

Par contre, on voit aisément que la réciproque : (Op vV Og) = O(p V q), est

valide dans ce méme modéle.
. Soit M3 =< M, R,i > tel que :
M . {mg,ml,mQ},

R : {< mo, Mo >, << Mg, M1 >, << Mg, Mo >, << M1, M1 >, << Mg, My >}7
i(p) = {mo, ma}, i(q) = {mi}.

Tableau pour (Op A Oq) = O(pAq) :

plq|Op|0q|pAqg| OpAOq | OlpAq) | (OpADOg) = OpAq)
mo A\ F vV A\ F A\ F F
mq F A\ F A\ F F F A\
mo | V|F| V | F F F F \Y4
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4. On peut illustrer la bizarrerie introduite par les mondes “culs de sac” par la
formule dite “de Grzegorczyk” : O[0(p = Op) = p|] = p.

Soit My avec : M = {m;}, R=@ et i(p) = 2.

Dans ce modéle cette formule n’est pas valide : elle est fausse dans 'unique
monde my, puisque dans mq, p est faux et comme m; est un cul de sac, 'anté-
cédent de la forme Uy y est vrai; le tout est donc faux.

2.2.2 Modéles, cadres et validité

On définit la validité d'une formule ¢ dans un modele M par :

- ¢ est valide dans M ssi ¢ est vraie dans tous les mondes appartenant a M ; ce
que l'on note : M F ¢.

La définition peut ainsi s’écrire : M E ¢ ssi pour tout m; € M, M E,,. ¢

Un ensemble de mondes étant donné, ainsi qu’une relation d’accessibilité sur cet
ensemble, il y a autant de modeles différents que de fonctions d’interprétation 7. On
appelle "cadre" une paire F' =< M, R >, avec M, ensemble de mondes et R, relation
d’accessibilité sur M, et on dit qu'un modéle est fondé sur F =< M, R > §’il est de
la forme < M, R,7 >. On peut alors définir la validité d’une formule ¢ dans un cadre
F par :

- ¢ est valide dans F' ssi @ est valide dans tous les modéles fondés sur F'; ce que
I’on note : F' F ¢.

On peut cependant aller plus avant en généralité et considérer des classes de
cadres. En particulier, on peut définir une classe de cadres par la , ou les, propriété(s)
formelle(s) de R : la classe des cadres réflexifs est par ex. la classe des cadres dont
la relation d’accessibilité R est réflexive, aussi différents que soient par ailleurs les
ensembles M des mondes de ces cadres, ainsi que les autres caractéristiques de R.
Méme chose pour la transitivité, la symétrie, etc. On verra dans un instant l'intérét
de ces notions. On définit alors la validité d’une formule ¢ dans une classe de cadres
C par :

- ¢ est valide dans C ssi ¢ est valide dans tous les cadres F' € C; ce que l'on note :

CF .
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On a ainsi trois niveaux de validité : (1) validité dans un modele, (2) validité dans
un cadre, et (3) validité dans une classe de cadres.

Systémes de logique modale et classes de cadres

Une des grandes avancées permises par la sémantique des mondes possibles est la
caractérisation des différents systémes de logique modale par les propriétés formelles
de la relation d’accessibilité des modéles dans lesquelles les théses de ces systémes
sont valides. Ce qui revient a caractériser les systémes de logique modale par les
classes de cadres dans lesquelles les théses de ces systémes sont valides, ce qui donne :

—  est une these de K ssi ¢ est valide dans la classe des cadres quelconques.
— ¢ est une thése de D ssi ¢ est valide dans la classe des cadres sériels !.
—  est une these de T ssi p est valide dans la classe des cadres réflexifs.

—  est une thése de S4 ssi ¢ est valide dans la classe des cadres réflexifs et tran-
sitifs.

—  est une these de B ssi ¢ est valide dans la classe des cadres réflexifs et symé-
triques.

© est une thése de Sb ssi ¢ est valide dans la classe des cadres réflexifs, symé-
triques et transitifs.

On verra plus loin comment démontrer le sens "« " des "ssi" précédents (complé-
tude). On se contentera pour 'instant de démontrer le sens "—", autrement dit, de
démontrer la consistance (correction) des différents systémes d’axiomes relativement
a certaines classes de cadres.

1. Rappel : une relation est sérielle si elle satisfait la formule : Va3y xRy.
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2.2.3 Consistance des différents systémes d’axiomes pour la
logique modale.

Classiquement, on montre d’abord que les différents axiomes sont valides dans
telle ou telle classe de cadres, puis on montre que les régle d’inférence, Sub, MP et
N préserve la validité.

1. Les différents axiomes sont valides dans certaines classes de cadres.

— L’Ax.K est valide dans la classe des cadres quelconques ; autrement dit : si
F = (M, R) est un cadre quelconque, alors F' = O(p = ¢) = (Op = Og)

Supposons que F' = (M, R) soit un cadre quelconque, mais que F' ¥ O(p =
q) = (Op = Og). Alors il existe un modéle M = (M, R, ) fondé sur F et
un monde m; € M, tels que M F¥,,. O(p = ¢) = (Op = Oq) ; ce qui signifie
que l'on a: Mk, O(p = q) et M E,,, Op = Ogq, et cela signifie a son tour
que l'on a : M F,,, Op et M ¥,,. Uq.

Donc il existe un monde m; tel que m;Rm; et | M ¥, q|; et comme M &,

Up,ona:|MFE, p|
De plus, comme M F,,, O(p = ¢q), on a : M F,,. p = q et donc | M F,, p

ou | M Fp,, q|, ce qui contredit ce qui précede.

— L’Ax. D est valide dans la classe des cadres sériels; autrement dit : si
F = (M, R) est un cadre sériel, alors F' F Op = Op.

On démontre la contraposée : quel que soit F', si F' # Clp = Op alors F n’est
pas sériel. En effet :

puisque F' ¥ Op = Op, alors il existe un modéle M = (M, R, i) fondé sur F’
et un monde m; € M tels que M ¥,,, Up = Op; ce qui signifie que 'on a :
ME,,, Opet ME,, Op.

Comme M F,,, Up, m; ne "voit" aucun monde dans lequel p est faux, et
comme M ¥, Op, m; ne "voit" aucun monde dans lequel p est vrai. Donc
m; ne voit aucun monde et R n’est pas sérielle, pas plus que F'2.

2. Autre formulation, peut-étre plus intuitive :
Supposons que F' = (M, R) soit un cadre sériel, mais que F ¥ Op = Op. Alors il existe un
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La réciproque, si F'F Op = Op alors F est sériel, vaut également : sup-
posons que F' ne soit pas sériel ; alors il existe un modéle M = (M, R, i)
fondé sur F' et un monde m; € M, tels que, pour tout monde m; € M, il
n’est pas le cas que m;Rm;j. m; est donc un "cul de sac", et on sait (cf.
plus haut section 2.2 ) que dans un cul de sac tout est nécessaire et rien
n’est possible, d’ou : M ¥, Op = Op.

— L’Ax. T est valide dans la classe des cadres réflexifs; autrement dit : si
F = (M, R) est un cadre réflexif, alors F' F Op = p.

On démontre la contraposée : quel que soit F, si F' ¥ [p = p alors F' n’est
pas réflexif. En effet :

puisque F' ¥ Op = p, alors il existe un modeéle M = (M, R, i) fondé sur F’
et un monde m; € M, tels que M ¥,,. Up = p; ce qui signifie que l'on a :
ME,, Opet MFE,, p.

Comme M FE,,, Up, m; ne "voit" aucun monde dans lequel p est faux. Or
M FE,,. p, donc m; ne "voit" pas m;. R n’est donc pas réflexive, pas plus que
F3.

La réciproque, si F' F Op = p alors F' est réflexif, vaut également :
supposons que F ne soit pas réflexif; alors il existe un modéle M =
(M, R,i) et un monde m; € M, tel qu’il n’est pas le cas que m;Rm;. On
deéfinit i(p) par i(p) = M — {m;} (autrement dit p est vrai dans tous les
mondes de M sauf m;). Dans ce cas, on a : M E,,, Op et M E,,, p, d’ou
ME, Op=p.

modéle M = (M, R, i) fondé sur F et un monde m; € M, tels que M ¥,,. Op = Op; ce qui signifie
que l'on a : M F,,, Op et M F,,, Op. Comme F' est sériel, il existe m; € M tel que m;Rm,; et
comme M F,, Op, M E,,, p. Mais comme M ¥,,, Op, M ¥, p; d’ott contradiction.

3. Autre formulation, peut-étre plus intuitive :

Supposons que F' = (M, R) soit un cadre réflexif, mais que F ¥ Op = p. Alors il existe un
modéle M = (M, R, i) fondé sur F' et un monde m; € M, tels que M ¥,,, Op = p; ce qui signifie
que 'on a : M F,,, Op et M F,,, p. Mais comme F' est réflexif, m; Rm; et comme M F,,. Cp, on
a: MFE,, p; dol contradiction.
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— L’Ax. 4 est valide dans la classe des cadres transitifs; autrement dit : si
F = (M, R) est un cadre transitif, alors ' F Op = OOp.

On démontre la contraposée : quel que soit F', si F' ¥ Up = OUp, alors F
n’est pas transitif. En effet :

puisque F' ¥ Op = OOp, il existe un modele M = (M, R, i) fondé sur F et
un monde m; € M, tels que M ¥,,, Up = OOp. Ce qui signifie que 'on a
M E,,, Op et M E,,, O0Op. Puisque M F,,, OOp, il existe un monde m;, tel
que m;Rm; et M ¥, Up, ce qui & son tour signifie qu’il existe un monde
my, tel que m;Rmy et M ¥, p.

Comme M F,,, Op, m; ne "voit" aucun monde dans lequel p est faux, et
donc il n’est pas le cas que m; Rmy. On a donc : m; Rm; et m;Rmy, mais pas
m;Rmy, ; R n’est donc pas transitive, pas plus que F' 4.

La réciproque, si F' E Op = OCp alors F est transitif, vaut également :
supposons que F' ne soit pas transitif; alors il existe un modéle M =
(M, R, i) fondé sur F' et trois mondes m;, mj,my € M, tels que : m; Rm;
et m;Rmy, mais pas : m; Rmy.

On définit i(p) par i(p) = M — {my} (autrement dit p est vrai dans tous
les mondes sauf my,). Dans ce cas, on a : M F,,, Op (puisque m; ne "voit"
pas my, seul monde de M dans lequel p est faux) et M ¥,,, Op (puisque
M Fp,, p et mjRmy). Or miRm; et donc M ¥, OCp. 11 en résulte :
M FE,,, Op = O0Op, et donc : F' ¥ Op = Olp

— [’Ax. B est valide dans la classe des cadres symétriques ; autrement dit : si
F = (M, R) est un cadre symétrique quelconque, alors F' E p = OOp.

On démontre la contraposée : quel que soit F, si F' ¥ p = [Op, alors F' n’est
pas symétrique. En effet :
puisque F' ¥ p = OOp, il existe un modeéle M = (M, R, i) fondé sur F et

4. Autre formulation, peut-étre plus intuitive :

Supposons que F' = (M, R) soit un cadre transitif mais que F' ¥ Op = OOp. Alors il existe
un modele M = (M, R, i) fondé sur F' et un monde m; € M, tels que M ¥,,, Op = OOp. Ce qui
signifie que l'on a M E,,, Op et M F,,, OOp. Puisque M ¥,,, O0p, il existe un monde my, tel
que m;Rmj; et M ¥,,. Up, ce qui a son tour signifie qu’il existe un monde my, tel que m;Rmy,
et MF,,, p. Or R est transitive et 'on a : m; Rm; et m;Rmy, d’ou il résulte : m; Rmy ; mais

M E,,, Op, donc : M E,,, p; d’ou contradiction.
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un monde m; € M, tels que M ¥,,, p = OOp. Ce qui signifie que 'on a
ME,, pet MFE,, OOp. Puisque M ¥, OOp, il existe un monde m;, tel
que m;Rm; et M ¥,,. Op.

Comme M ¥, Op, m; ne "voit" aucun monde dans lequel p est vrai, et
donc il n’est pas le cas que m;Rm;. On a donc : m;Rm;, mais pas m; Rm; ;
R n’est donc pas symétrique, pas plus que F'°.

La réciproque, si F'F p = OOp alors F' est symétrique, vaut également :
supposons que F' = (M, R) ne soit pas symétrique; alors il existe un
modele M = (M, R,i) fondé sur F' et deux mondes m;, m; € M, tels
que : m; Rm; mais pas m;Rm;.

On définit i(p) par i(p) = {m;} (autrement dit, p n’est vrai que dans m;).
Dans ce cas, on a : M Fp,, p et M ¥y, Op (puisque m; ne "voit" pas m;,
seul monde dans lequel p est vrai). Or m; Rm; et donc M ¥,,, OOp. Il en
résulte : M F,,, p = 0O0p et donc F ¥ p = OOp.

[’Ax. 5 est valide dans la classe des cadres euclidiens® ; autrement dit : si
F = (M, R) est un cadre euclidien quelconque, alors F' £ Qp = OOp.

On démontre la contraposée : quel que soit F, si F' ¥ Op = Op, alors F
n’est pas euclidien. En effet :

puisque F' ¥ Op = OOp, il existe un modéle M = (M, R, i) fondé sur F’
et un monde m; € M, tels que M ¥,,. Op = Op; ce qui signifie que 'on
a: (1) ME,, Opet (2) M ¥, O0p. Donc, par (1) : il existe my, tel que
miRmy et M Ep, p;et, par (2) : il existe m; tel que m; Rm; et M ¥, Op.
Comme M F,,. Op, m; ne "voit" aucun monde dans lequel p est vrai et
donc il n’est pas le cas que m;Rmy. On a donc : m; Rm;, m; Rmy, mais pas
m;Rmy,; R n’est donc pas euclidienne, pas plus que F'7.

5. Autre formulation, peut-étre plus intuitive :
Supposons que F' = (M, R) soit un cadre symétrique mais que F ¥ p = OOp. Alors il existe un

modéle M = (M, R, i) fondé sur F et un monde m; € M, tels que M ¥,,. p = OOp. Ce qui signifie
que 'on a M F,,, p et M Fp,, OO0p. Puisque M ¥,,, OOp, il existe un monde m, tel que m; Rm;
et M ¥, Op. Or R est symétrique et U'on a : m; Rm; d’ou il résulte : m; Rm; ; mais M ¥,,,; Op,
donc : M F,,, p; d’ou contradiction.

6. Rappel : une relation est euclidienne si elle satisfait la formule : Vz, Vy, Vz[(x RyAzRz) = yRz].
7. Autre formulation, peut étre plus intuitive :
Supposons que F' = (M, R) soit un cadre euclidien, mais que F' ¥ Op = OOp. Alors il existe

un modéle M = (M, R, i) fondé sur F' et un monde m; € M, tels que M ¥,,, Op = OO0p; ce qui
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La réciproque, si F'F Op = OOp alors F' est euclidien, vaut également :
supposons que F' = (M, R) ne soit pas euclidien ; alors il existe un modéle
M = (M, R,i) fondé sur F et trois mondes m;,m;,my € M, tels que
miRmj, m;Rmy, mais pas : mjRmy. On définit i(p) par i(p) = {my}.
Dans ce cas, on a : M E,,, Op (puisque m;Rmy, et M Fp, F p) et M P,
Op (puisque m; ne "voit" pas my, seul monde dans lequel p est vrai),
d’ou M E,,, O0p et donc M F,,, Op = OOp .

Les formules de Geach

On considére dans ce qui suit une classe de formules particuliérement remar-
quables qui permet de mieux comprendre les résultats qui précédent.

Soit d’abord la formule simple, dite "formule de Geach" : $Up = COp.

On montre que cette formule est valide dans la classe des cadres "incestueux"
(ou "convergents")®; autrement dit : si F' = (M, R) est un cadre incestueux
quelconque, alors F' F QUp = OOp.

On démontre la contraposée : quel que soit F, si F' ¥ QUp = Op, alors F
n’est pas incestueux. En effet :

puisque F' ¥ OOp = OOp, il existe un modeéle M = (M, R, ) fondé sur F et
un monde m; € M, tels que M F,,. OUp = OOp; ce qui signifie que l'on a :
M, OOp et M F,,, OO0p. Donc, (1) : il existe m; € M tel que m;Rm; et
M En, Op; et (2) @il existe my € M tel que m; Rmy, et M ¥, Op.

Comme M F,,, Up, m; ne "voit" aucun monde dans lequel p est faux; et
comme M F,,  Op, my ne "voit" aucun monde dans lequel p est vrai. Donc
quel que soit m € M, il n’est pas le cas qu’a la fois mjRm et mpRm. R n’est

signifie que l'on a : (1) M E,,, Op et (2) M E,,, OOp. Donc, par (1) : il existe my € M tel que
m;Rmy, et M F,,, p;et, par (2) : il existe m; € M tel que m;Rm; et M ¥,,; Op. Comme R est
euclidienne et que 'on a m; Rm; et m;Rmy,, on a : mj Rmy, et donc comme M ¥, Op : M ¥, p;
d’out contradiction.

8. On dit qu’une relation est "incestueuse" (ou "convergente") si elle satisfait la formule :
Va,Vy,Vz{(zRy N tRz) = Jt(yRt A zRt)}; "incestueuse" car si 'on interpréte xRy par y est
en enfant de z, la formule signifie que si deux éléments sont les "enfants" d’un méme élément, alors
ils ont eux-mémes un "enfant" (!!1)
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donc pas incesteuse, pas plus que F'9.

La réciproque, si F' E QUp = Op alors F' est incestueux, vaut également :
supposons que F' ne soit pas incestueux; alors il existe un modéle M =
(M, R, i) fondé sur F' et trois mondes m;, mj,my € M, tels que m; Rm;,
m;Rmy, et, pour tout m € M, il n’est le cas qu’a la fois m;Rm et mpRm.
On définit i(p) par : pour tout m € M, m € i(p) ssi m;Rm.

Dans ce cas, on a : M F,; Op et donc M F,, OUp; d’'un autre coté,
puisque my, ne "voit" aucun monde que "voit" m;, donc aucun monde dans
lequel p soit vrai, on a : M ¥, Op et donc M ¥,,, O0Op. En conséquence :
MEF,, OUp = Ulp.

On peut généraliser 'axiome G sous la forme : O*Olp = O"O"p, OF ou I
désignant une suite de £ "O" ou de [ "[O". Dans le cas ci-dessus, on avait
k=1=m =n = 1. On dira qu'une relation est klmn-incestueuse ssi, pour
k,l,m,n, entiers naturels donnés, elle satisfait la formule : Vz, Vy, V2{(z R*Fy A
TR™z) = 3t(yR't A zR")}.

"rR"y" signifie qu’il existe n — 1 éléments zq,..., 2, 1 tels que 'on a xRz,
21R%,. . .21 Ry. Pour n = 0, "2 R"y" signifie x = v.

Il est facile de voir que si dans un monde m d’un modeéle quelconque, on a
m E Q"p cela signifie qu’il y a au moins un monde m’ tel que mR"m’ et
m' E ¢; de la méme maniére, si 'on a m E [0"p, cela signifie que pour tout
monde m’ tel que mR"m’, m' E .

En généralisant les petites démonstrations ci-dessus, on a alors :

-A.si F = (M, R) est un cadre klmn-incestueux quelconque, alors F' = OFOlp =
Omo™p.

9. Autre formulation, peut-étre plus intuitive :
Supposons que F = (M, R) soit incestueux, mais que F ¥ OUp = OOp. Alors il existe un

modéle M = (M, R,i) fondé sur F et un monde m; € M, tels que M ¥,,, O0p = OOp; ce qui
signifie que 'on a : M E,,, OOp et M F,,, OOp. Donc, (1) : il existe m; € M tel que m;Rm; et
M Ep,; Op; et (2) : il existe my, € M tel que m;Rmy et M ¥, Op. Comme R est incestueuse et
que m;Rmy, et m; Rm;, il existe my, tel que m; Rmy, et miRmy, et donc, par (1) : M kF,,, p, et par
(2) : M ¥, p; dou contradiction.
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-B. si F E OFOlp = O™O"p alors F' est klmn-incestueux.

Par ex., pour A : Supposons que F' = (M, R) soit klmn-incestueux, mais que F ¥
OFOlp = O™¢™p. Alors il existe un modéle M = (M, R, i) fondé sur F et un monde
m; € M, tel que M ¥,,,. OFO!p = O™O™p; ce qui signifie que 'on a : M F,. OFO!p et
M FEp,, O™O"p. Dong, (1) : il existe m; € M tel que mikaj et M Fp, Olp; et (2) :
il existe my, € M tel que m; R"™my, et M ¥, O"p. Comme R est klmn-incestueuse
et que mikaj et m; R™my, il existe my, tel que ijlmk et mp R™my, et donc, par
(1) : M Eyp,,, p, et par (2) : M ¥, p; doit contradiction. Méme transcription pour B.

On remarque que tous les axiomes, sauf K, sont de la forme O*O'p = O™O"p
avec des valeurs diverses pour k,l,m,n :

pour D : — Lp = — Op
d’ou : k=0, (=1, m=0, n=1
pour T : — Cp = — P
d’otu : k=0, =1, m=0 n=0
pour 4 : — Lp = UOlp —
d’ou : k=0, =1, m=2, n=20
pour B : — D = U Op
d’ou : k=0, (=0, m=1 n=
pour 5 : Op — = O Op
d’otu : k=1, [=0, m=1 n=

On peut alors montrer que :

— une relation est 0101-incesteuse ssi elle est sérielle

— une relation est 0100-incesteuse ssi elle est réflexive

— une relation est 0121-incesteuse ssi elle est transitive

— une relation est 0011-incesteuse ssi elle est symétrique

— une relation est 1011-incesteuse ssi elle est euclidienne

On trouvera les démonstrations (par la méthode des arbres) dans I’Annexe A,
a la fin de ce fascicule.

Il résulte de ces résultats que ce n’est pas tout a fait un "hasard" si 'on a les
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correspondances indiquées entre axiomes et classes de cadres : il s’agit a chaque
fois d’un cas particulier du théoréme général selon lequel, - k, [, m et n étant des
entiers donnés -, si F' = (M, R) est un cadre klmn-incestueux, la klmn-formule
de Geach est valide dans F' (et réciproquement : si la klmn-formule de Geach
est valide dans un cadre, ce cadre est klmn-incestueux).

2. On montre maintenant que les trois régles Sub, M P et N préservent la validité
dans un cadre.

— Sub préserve la validité dans un cadre .

Soit une formule ¢ dans laquelle figure les lettres de proposition p;,, ..., p;,
et 0 = oY /p,,, -, /p,,) le résultat de la substitution uniforme dans ¢ des
formules v, ., ¥, aux lettres de proposition p;,, ..., p;,, respectivement. On
montre que si # n’est pas valide dans un cadre F’, alors ¢ ne ’est pas non plus.

Soit un modéle M = (M, R, i) fondé sur le cadre F' = (M, R) et m; € M tel
que M ¥, 6. On définit un autre modele M" = (M, R, i) fondé sur F' par
les clauses suivantes :

— si My, Y, (1505n), alors my € 7'(p;, ), et

— si M ¥y, Yn, (12hn), alors my & @'(py, ).

— si p;, n’apparait pas dans p;,, ..., p;,, m; € i(p;,) oum; ¢ i(p;, ), au choix.

On a alors évidemment : M’ ¥, ¢, i.e. ¢ nest pas valide dans F. Par
contraposition : si ¢ est valide dans F, 6 est valide dans F'.

— M P préserve la validité dans un cadre.
Trivial !

— N préserve la validité dans un cadre.

10. Attention, pas dans un modéle! Pour s’en convaincre, il suffit de considérer 'exemple 1, p. 31
ci-dessus : supposons que, sans toucher aux définitions de M et de R, on ait caractérisé plus avant
Iinterprétation ¢ de telle sorte que 'on a maintenant, non seulement : i(p) : {mo}, i(q) = {mo, m1},
mais, en plus : i(r) = {m;}. La substitution de r & ¢ dans la formule O(p V ¢) = (Op Vv Oq) fera
passer cette formule de valide & non-valide dans M puisqu’elle devient, aprés substitution, fausse
dans my.
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Soit ¢ valide dans le cadre F' = (M, R) et soit M un modéle quelconque
fondé sur F'; ¢ est donc vraie dans tous les mondes m € M. Supposons
M E Op; il existe alors un monde m; € M tel que M F,,, Op, et, en
conséquence, il existe un autre monde m; € M tel que mRm; et M ¥, ¢,
contrairement a ’hypotheése.

3. On vient donc de démontrer que I’Ax. T, par ex., est valide dans la classe des
cadres réflexifs et que les trois régles d’inférence préservent la validité dans
un cadre. Il en résulte donc que tout ce que l'on pourra déduire de T sera
également valide dans la classe des cadres réflexifs. Comme de plus 'Ax. K
est valide dans la classe des cadres quelconques, tout ce que 'on pourra en
déduire sera valide dans la classe des cadres quelconques. Ainsi tout ce que 1’on
pourra déduire de ces deux axiomes pris conjointement (donc dans le systéme
T) sera valide dans la classe des cadres réflexifs. Ce méme petit raisonnement
s’applique aux différents systémes de logique modale et donc, en vertu de leur
définition, il ressort de ce qui précéde que :

— Si ¢ est une these de K, ¢ est valide dans la classe des cadres quelconques.
— Si ¢ est une thése de D, ¢ est valide dans la classe des cadres sériels.
— Si ¢ est une these de T, ¢ est valide dans la classe des cadres réflexifs 1.

— Si ¢ est une thése de S4, ¢ est valide dans la classe des cadres réflexifs
(puisque T est un axiome de S4) et transitifs.

— Si p est une thése de B, ¢ est valide dans la classe des cadres réflexifs (puisque
T est un axiome de B) et symétriques.

— Si ¢ est une thése de S5, ¢ est valide dans la classe des cadres réflexifs
(puisque T est un axiome de S5), symétriques et transitifs (puisqu’une rela-
tion euclidienne et réflexive est symétrique et transitive).

Avant de démontrer la complétude des différents systémes relativement a cer-
taines classes de cadres, on introduit la méthode des arbres pour la logique

11. Comme une relation réflexive est évidemment sérielle, ¢ est également valide dans la classe
des cadres sériels ; cette remarque vaut pour les systémes suivants.
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modale qui permet de disposer d’une procédure simple et intuitive pour dé-
montrer quune formule est une thése d’un systéme.



Chapitre 3

Arbres pour la logique modale
propositionnelle.

3.1 Reégles pour les arbres

La méthode des arbres pour la logique modale ne fait qu’étendre astucieusement
la méthode classique (dont on rappelle les régles ci-dessous), a la différence prés que
I'on ne cherche pas seulement a déterminer si une formule (négation de la formule
pour laquelle on fait 'arbre) peut étre vraie pour une interprétation des lettres de
propositions, mais si une formule peut étre vraie pour une interprétation des lettres
de proposition dans un monde d’un modéle. 11 s’agit donc d’essayer de construire un
modéle et une interprétation de la formule initiale dans un monde de ce modéle qui
la rende vraie dans ce méme monde. Pour ce faire, on ajoute aux formules résultant
d’un traitement, le "monde" dans lequel elles devraient étre vraies ou fausses pour
que la formule initiale de ’arbre soit elle-méme vraie dans ce qui apparait comme un
"premier" monde (!), a savoir celui dans lequel on évaluera la formule pour laquelle
on fait 'arbre.

Les formules sont donc préfixées par des suites de nombres que I’on symbolise par
n. ou par n.z., “x” étant le dernier nombre du préfixe; par ex. : "1.1.", ou encore :
"1.2.1.. On représente par la également la relation d’accessibilité en convenant qu'un
“monde” de préfixe n. ne peut voir qu'un "monde" de préfixe n.z. ou n.y. mais pas
un "monde" n.z.y., ni un “monde” dont le préfixe serait un segment initial de la suite
n.

Ces conventions étant admises, une branche est dite fermée si apparaissent sur
elle une formule élémentaire et sa négation, chacune de ces deux formules étant

45
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précédée du méme préfize. Ainsi, par ex. si figurent sur une branche une formule p
dont le préfixe est 1.2. et une autre ~ p, dont le préfixe est 1.3.; cela n’entraine pas

la fermeture de la branche.

3.1.1 Reégles pour les connecteurs propositionnels

régle A © ANY
¥
(G
regle V eV
YRR
p (8
regle = =Y
YRR
~p (0

régle ~ A ~ (e A1)

S\
~p ~1

regle ~ V

regle ~ =

régle ~~ ~ o~

3.1.2 Reégles valant pour tout systéme normal.

— Reégles [ :
n.Up n. ~Qp
n.zr.p n.x. ~p
— Reégles ¢ :
n.Qe n. ~Up

n.zr.p n.T. ~

pour tout n.z. apparaissant sur la branche

avec n.x. nouveau sur la branche
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3.1.3 Reégles spécifiques aux différents systémes de logique
modale

Outre les quatre régles précédentes qui valent pour tout systéme normal, on
applique les régles suivantes selon les systémes dans lesquels on cherche a établir si
une formule est valide ou non.

Systémes
Axiomes Reégles
T: nUep n. ~Qp T=K+T T
n.p n.~g
D: nlp n. ~Qp D=K+D D
n.Qe n. ~Up
B n.x.e n.z. ~Qp B=K+T+B|B+4
n. ¢ n. ~p
4 n.Op n. ~Qp SA=K+T+4| T+ }
n.x.d @ n.x ~Qp
5 n.x.Op n.x. ~O SH=K+T+5 | T+ 4+
n. Oy n. ~Ow

Il convient d’appliquer les régles dans 'ordre suivant : (1) les régles habituelles
pour les connecteurs, (2) les régles pour les possibles ("O" et "~["), et enfin (3) les
régles pour les nécessaires ("O" et "~O").
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3.2 Exemples d’arbres

Arbre pour : O(pVq) = (Op Vv qg).

1-~{D@vQ)ﬁ(DpVD@}(U

LOPvVa (2)

11 p (10) 11 g (11)

lo.p (12) l2.g (13) la2.p (14) 1la.q (15)
X X 1 X
(10)/(6) (10)/(6) (15)/(7)

Explications : (2), (3) de (1) par la régle "~="; (4), (5) de (3) par la régle "~ V"; (6) de (4)
et (7) de (5), par la régle "~O"; (8) et (9) de (2) par la régle "O"; (10), (11) de (8) par la régle
"A"; (12), (13) et (14), (15) de (9), par la régle "V".

On remarque que la régle "~ " (tout comme la régle "¢") oblige & "ouvrir" deux mondes
"1.1." et "1.2.", le principe étant qu’il n’y a aucune raison pour que les mondes dans lesquels p et
g sont faux (pour que Op et Og soit faux dans le "monde" "1.", soient identiques (se souvenir du
traitement des existentiels en premier ordre).

On remarque également que la régle "O" oblige & traiter deux fois la formule (2) : puisque
p V q est nécessaire dans le monde "1.") il faut que cette formule soit vraie dans les deux mondes
accessibles de "1.".

Enfin, la branche qui se termine par la formule (14) ne ferme pas car, méme si p et ~p appa-
raissent sur cette branche ( (6) et (14) ), ce n’est pas avec le méme préfixe.
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Comme en propositionnel standard, on peut extraire des branches ouvertes des
modeéles dans lesquels la formule initiale est vraie et donc la formule pour laquelle
on a fait 'arbre fausse.

On définit un modele M : (M, R, i) a partir de la branche ouverte de la maniére
suivante :

M={1,11,1.2},
R={<1,11><1,1l2 >},

i(p) = {12} et i(q) = {L.1}.

On peut montrer de la maniére suivante que dans ce modeéle O(pVq) = (OpVvOg)
est fausse dans le monde "1.", (d’ott il suit que cette formule n’est pas K-valide) :

plg|Op | Og|pve|OpVve | OpvOg | OpVe = (OpVvg)
1. F F A% F F
li1. | F |V A%
1l2. | V| F \Y

On s’est limité a reporter dans ce tableau les seules informations explicitement
fournies par la branche. Les cases vides correspondent a des valeurs indifférentes qui
n’affecteraient en rien le fait que la formule soit fausse en "1.". On remarque, par
ex., que, puisque "1.1. et 1.2." sont des culs de sac, Up et Ug, y sont vraies et qu’en
conséquence leur disjonction l'est également. D’otu il suit que la formule est vraie
dans ces deux mondes. mais cela n’a aucune incidence sur la fausseté de la formule
dans le monde "1.".

Arbre pour O(pV ¢q) = (Op V Oq)

— Dans K :
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L ~{O(pVOq) = (OpV Og)} (1)

L OV oq) (2)
L. N(Dp‘\/Oq) (3)
1. ~Op (4)

1. ~<‘>q (5)
11 lp (6)
L1 p\/‘<>q (7)

1.1 N‘q (8)

Lip (9) 1.1 g (10)
X |

oo Lioq (1)
T

Explications : (2), (3) de (1) par la régle "~ =-"; (4), (5) de (3) par la régle "~V"; (6) de
(4) par la régle "~"; (7) de (2) par la regle "O"; (8) de (5) par la régle "~ " ; (9), (10)
de (7) par la régle "V" et enfin (11) de (10) par la régle "O".

On définit un modéle M : < M, R,7 > a partir de la branche ouverte :

- M={1.,1.1,11.}
- R={<1,11><1l1,1la.>}

—i(p) =0,i(q) = {11}

Calcul de la valeur de vérité de O(p V Oq) = (Op V Oq) dans 1. .

plq|Op|0g|pVvOq | OlpVvog) [ OpVog | OpVOg) = (OpVOq)
1. F F \Y% F F
1.1. F|F \Y% \Y%
1.1.1. v

— Dans S4, on arrive a un autre résultat!! :
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L ~{0O@Vog = (OpVvOog} (1)

L OV o) (2)
L. N(Dp‘VOQ) (3)
1. ~Op (4)

1. ~<‘>q (5)
L1 N‘p (6)
L1 pV‘<>q (7)
L1 N‘q (8)
11 ~‘<>q 9)

1L1p (10) 1.1 Og (11)

X |
106, Lia T] (12)
l.ia. ~q (13)
X

(13)/(12)

Si Parbre ferme cette fois-ci, c’est que Papplication de la régle 4 a (5) (i.e. : 1. ~{q)
oblige & reporter ~ g dans 1.1. (d’ou (9) ) et donc, ~ ¢ dans 1.1.1. (d’ou (13) ); ce
qui conduit & la contradiction (13)/(12).

Arbre pour (OpV Oq) = O(p V Oq)

— Dans K :
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1. N{(Dvaq)?D(p\/QQ)} (1)
1.OpV Oq (2)

|
L ~O(pVoq) (3)

1L.Op (4) 1.0g (9)
1.1, N(p‘\/Oq) (5) 1. N(p\‘/Oq) (10)
1.1, N‘p (6) 1.1. N‘p (11)
1.1. ~‘<>q (7) 1.1 NO‘q (12)
1.1.]‘) (8) 1.2. q‘ (13)

X T

Explications : (2), (3) de (1) par la régle "~ ="; (4), (9) de (2) par la régle "V"; (5), (10)
de (3) par la regle "~0O"; (6), (7) de (5), (11), (12) de (10), par la régle"~V"; (8) de (4)
par la régle "0O0" et enfin (13) de (9) par la régle "O".

Remarque : en violation de la régle qui impose de traiter les opérateurs modaux apres les
connecteurs propositionnels, on aurait pu traiter d’abord (3), ce qui aurait conduit & écono-

miser le redoublement des formules (5), (6), (7) de la branche de gauche, par les formules
(10), (11), (12) de la branche de droite.

On laisse dorénavant au lecteur le soin d’extraire d’une branche ouverte, un modéle et de
vérifier, en faisant un petit tableau, que la formule pour laquelle on a fait I'arbre est fausse
dans le monde 1. .

A Tinspection de I'arbre que 'on vient de faire, il apparait que 'on pourrait
fermer la branche de droite, si I’'on appliquait la régle 5, qui oblige & "remonter"
les nécessaires dans les mondes précédant celui dans lequel elles apparaissent.
Ainsi, ici, puisque 'on a ~ g dans 1.1, il faut reporter cette formule dans 1.,
ce qui conduira & avoir ~ ¢ dans 1.2. d’ou il résultera une contradiction avec
(13). Cela donne I’arbre suivant (les changements sont indiqués en gras) :

— Dans S5 :
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1. N{(Dvaq)?D(p\/QQ)} (1)
1.OpV Oq (2)

|
L ~O(pVoq) (3)

1. D]r (4) 1. Oq‘ 9)
1.1 ~(p\\/<>q) (5) 1.1 N(p\‘/Oq) (10)
11 ~p (6) 1.1 ~p (11)
| |
1.1 N‘Oq (7) 1.1 NO‘q (12)
1.i.p (8) 1. NO? (13)

X
(8)/(6) L2 q‘ (14)
1l.2. ~q (15)
X
(15)/(14)

Enfin un dernier exemple qui conduit & des arbres plus tropicaux.

Arbre pour O(Op A ~q) VvV O(p = Oq)

— Dans K :
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1. ~{0(0p A ~q) ‘V O =09} (1)
L ~0(0p Ar~g) (2)

L ~0O(p=Uq) (3)

\
la. ~(p=0q¢) (4)

1.1.p‘ (5)

\
1.1. ~0Oq¢ (6)

\
L1 ~(0p A~q) (7)

1a. ~0p (8)  1la.¢q (11)

\ \
laa.~gqg (9) 1laa ~g (12)

| 7
111 ~p (10)

1
Explications : (2), (3) de (1) par la régle "~ =", (4) de (3) par la régle "~ 0O"; (5), (6)
de (4) par la régle "~="; (7) de (2) par la régle "~ " ; (8), (11) de (7) par la régle "~ A";
(9), (12) de (6) par la regle "~O" et enfin (10) de (8) par la régle "~O".

Aucune des deux branches ne ferme si 'on se contente d’appliquer les régles

communes & tous les systémes. On va voir que si I'on se met dans S5, 'arbre
se complique mais ferme.

— Dans S5 :
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L ~{00p A~qg) vO(p=0q} (1)
L. ~<>(<>p‘A~q) (2)
1. ND(p‘——H:lq) (3)
11 N(])LDQ) (4)
1.1‘; (5)
1.1, NEq (6)
11 N(Op‘A ~q) (7)
11, ~<>(<>I‘)A ~q) (8)

1.1 ~Op (9) 1.1 ¢ (11)
\ \
1.1, ~p (10) 1l ~q (12)
X \
(10)/(5) Li1 ~(OpA ~q) (13)

L1 ~Op (14) laa g (17)

\ X
1.1. ~<‘>p (15) (n)/(12)
1.1, ~p (16)

X

(16)/(5)

Explications : outre les explications données pour l'arbre dans K, on a : (8) de (2) par la
régle 4; puis sur la branche de gauche : (10) de (9) par la régle T, d’ou fermeture de cette
branche avec (5). Puisque l'on a (8) (obtenu par la régle 4), on a maintenant (13) par la
régle "~O" et donc : (14), (17) de (13) par la régle "~A"; (15) de (14) par la régle 5 et (16)
de (15) par la régle T.

Remarque : on constatera que certaines regles n'ont pas été appliquées alors
qu’elles auraient pu l'étre : régle T sur (2), régle 4 sur (8), régle 5 sur (9), ou
méme régle "~ A" sur (6) (branche de gauche).

Par principe, un arbre qui ferme sans qu’on ait appliqué des régles lorsqu’elles
étaient applicables, aurait a fortiori fermé si on les avait appliquées (en vertu
de la maxime : plus on utilise de régles, plus on se donne de chance de fermer un
arbre!). L’embarras est évidemment que plus on utilise de régles, plus I'arbre
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devient encombrant ; il est donc préférable de faire preuve d’astuce. Voici, par
exemple, ce qu'aurait donné ’arbre précédent si on avait appliqué la regle T &
la formule (2) (le surplus inutile est mis en gras) :

L ~{0(0p A~q)vO(p=Uqg)} (1)

|
L. ~<>(<>p‘A ~q) (2)
L. ~0O(p=0q) (3)

|
1. ~(OpA~a) (4)

1. ~0p (5) 1.q (10)
L1 ~(p=0aq) (6) L1 ~(p=0q) (11)
11.p (7) 1lip (12)
1.1 N‘Dq (8) 11, ND‘q (13)
1 N‘p (9) L. N(QP‘/\NQ) (14)
(9;((8) L1 ~<>(<>p‘/\~q) (15)

Explications

11 ~&p (16) 11 q (18)
\ \
la. ~p (17) 1.1 ~q (19)
X |
(10)/(5) L1 ~(Op A ~q) (20)
L1 ~Op (21) L g (24)
\ X
1a. N<‘>P (22) (24)/(19)
1.1 ~p (23)
X
(23)/(12)

: on voit que la partie droite de arbre a partir de (11) reprend exactement

Parbre précédent a partir de la formule qui y était numérotée (4). Le seul changement se
situe a gauche mais en I’examinant, on verra que cette partie était déja présente dans I’arbre

précédent, si 'on y considére les formules qui y étaient numérotées (4), (5), (6), (9), (10) et
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que Pon retrouve ici avec les formules : (11), (12), (13), (16), (17); la raison en étant que
lon pouvait déja avoir 1. ~p a partir de (7), sans avoir besoin d’utiliser la régle T sur (2).
Ce sont 1a des circonstances qu’il faut pouvoir repérer pour ne pas s’égarer dans des arbres

trop proliférants.

Notons que 1'on peut raisonner de maniére plus informelle, mais parfois plus ra-
pide, pour établir qu’'une formule est S-valide, S étant un systéme de logique modale
normale. Soit notre formule ¢(Op A ~ ¢) vV O(p = Og); montrons qu’elle est S5-
valide, i.e. qu’elle est valide dans tout S5-modéle (i.e. dans tout modeéle fondé sur un
cadre reflexif, symétrique et transitif).

Rappelons qu’en général, dans un S5-modéle, R étant une relation d’équivalence, I’ensemble
des mondes accessibles d’un monde m, constitue la classe d’équivalence de m pour R (que 'on peut
noter mg); ce qui revient a dire que, pour tout m’,m” € mgr , m'Rm” et pour tout m"” ¢ mg,
et tout m’ € mpg, ~ (m'Rm”). Il en résulte que si Oy est vraie (fausse) dans I'un des mondes
appartenant & mp, (g est vraie (fausse) dans tous les mondes appartenant & mg. Méme chose
pour Op. De la méme maniére, si ¢ est vraie (fausse) dans un monde m’ € mg, O¢ (~0Op) est

vraie dans tous les mondes appartenant & mg.

I1 suffit de montrer que si I'un des membres de la disjonction ¢(Op A ~q) VO (p =
[Cg) est faux dans un monde m quelconque d’un S5-modéle quelconque (dont on omet-
tra la mention dans les formules ci-dessous), I'autre est vrai dans ce méme monde m.

1. Supposons ¥, O(OpA ~¢q). Cela implique que pour tout m’ € mg, ¥,v Op A ~
q; i.e. pour tout m’ € mpg, ¥, Op ou bien ¥, ~q.

(a) Supposons m” € mpg tel que ¥,,» Op, alors (Sh-modéle) pour tout m’ €
mg, ¥, p et donc pour tout m’ € mg, F,» p = Og¢ (puisque antécédent
est partout faux); d’ou il résulte : F,, O(p = Og).

(b) Supposons m” € mpg tel que ¥,,»~ q. Si, également ¥,,» p, on retombe
dans le cas précédent.
Si Epe Op, alors (S5-modéle) pour tout m’ € mpg, E,» Op. Or, par hy-
pothése, pour tout m’ € mpg, ¥, Op N ~ ¢, donc pour tout m’ € mg,
.~ q,ie. F, q. Il en résulte que pour tout m’ € mg, E,, g et donc
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Fn p= Oq. D’ou F,, O(p = Og).

2. Supposons ¥, O(p = Ogq). Cela implique pour au moins un m’ € mg, ¥, p =
Og, i.e. : Ep p et ¥, Og. Donce (S5-modéle) pour tout m” € mpg, E,v Op et
pour au moins un m"” € mg, ¥, q (i.e. En~q). Donc F,m Op A ~q. Dot
Fm O(Op A ~q).

Comme m et le S5-modéle étaient quelconques, on en conclut que cela vaut pour
n’importe quel monde de n’importe quel S5-modéle. C.q.f.d.

Ce raisonnement peut sembler un peu compliqué, mais dans d’autres cas les choses
sont trés simples. Soit par exemple la formule (CpV Ogq) = O(pV Oq) (cf. ci-dessus).

Soit un Sh-modéle quelconque et m un monde quelconque de ce modéle.

Posons F,, Up V Oq. Alors F,, Op ou bien F,, {q.

— Supposons E,, Op; alors pour tout m’ € mg, F,v p et donc E,,y p VvV $q. D’ou
Frm OV 0g).

— Supposons F,, ¢q; alors (S5-modeéle) pour tout m’ € mg, F,» Og, et en consé-
quence F,y pV ¢g. Dot F,, O(p V Oq).

3.3 K-complétude de la méthode des arbres.

Les démonstrations de consistance ("correction") et de complétude de la méthode
des arbres en modale suivent de trés prés les méme démonstrations concernant la mé-
thode des arbres en propositionnelle standard. Nous nous contenterons ci-aprés de
ne présenter que la démonstration de la complétude pour le systeme K, en indiquant
comment I'étendre aux autres systémes.

Il s’agit donc de démontrer : si une formule ¢ est K-valide (i.e. valide dans la
classe des cadres quelconques), alors le K-arbre pour ¢ ferme!.

On procede par contraposition : si le K-arbre pour ¢ ne ferme pas (i.e. s’il com-
porte une branche ouverte), alors ¢ n’est pas K-valide.

1. Par "K-arbre", on entend un arbre pour la construction duquel seules les régles communes &
tous les arbres sont utilisées.
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Il suffit de montrer que 'on peut formellement définir, & partir d’une branche
ouverte, un modéle dans lequel il existe un monde dans lequel ¢ est faux?.

Soit la procédure suivante : sur une branche encore ouverte, on traite d’abord les
formules qui ne sont pas des nécessaires. S’il s’agit d’une négation, conjonction, dis-
jonction, implication, appliquer simplement la régle correspondante. S’il s’agit d'une
possible Qp de préfixe disons, n., écrire a 'extrémité de la branche, n.x.p, puis, s’il y
a sur la méme branche une nécessaire [1i), prolonger la branche avec n.x.1. Lorsqu’il
n’y a plus de formule & traiter selon cette procédure, la branche est compléte.

Soit une branche Br compléte et ouverte. On construit un modele M a partir de
cette branche de la maniére suivante (dans ce qui suit "n" est un préfixe quelconque
et "m" une métavariable de préfixe) :

— Définition de I’ensemble des mondes M : M = {m : m. ¢ € Br}

— Définition de la relation R : mRm’ ssi m est de la forme n. et m’ de la forme
n.zT.

— Définition de l'interprétation ¢ :
— sim. p € Br alors m € i(p);
— sim. ~p € Bralors m ¢ i(p).

A démontrer : pour tout ¢ et pour tout n., si n. ¢ € Br alors M E,, ¢.

Par récurrence sur le degré des formules :

1. Soit ¢, de degré 0 et de la forme p : si n. p € Br alors n. € i(p) (par df.) et
donc Mk, p,ie. ME, .

2. Soit ¢, de degré 1 et de la forme ~p : si n. ~p € Br alors n. ¢ i(p) (par df.)
et donc M ¥, p, ot M FE,~p , ie MFE, ¢.

Hypothése de récurrence : si ¢ est de degré < k, et si n. ¢ € Br alors M F, .

A démontrer pour les diverses formes ~~, Y A5V 0,19 =0, ~(p AN0);
~(W Vv 0), ~ (W =10).

2. Ce qui suit n’est qu'une fagon d’expliciter ce que l'on a fait "naivement" a la suite des premiers
exemples d’arbre donnés ci-dessus.
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3. On se contente d'un exemple : soit ¢ de degré k et de la forme ~ (¢p A 6); si
n. ~(YA0Q) € Bralorsn. ~¢ € Broun. ~0 € Br (en vertu des régles pour
les K-arbres), donc M F, ~1¢ ou M F, ~8 (en vertu de I'hyp. de rec.). Il en
résulte M F, ~ (1) Af), en vertu de I’évaluation d’une négation de conjonction.

Méme genre de choses pour les autres formes.

4. Pour ¢ de degré k et de la forme Q1) : si n. 010 € Br alors il existe n.x. ¢ € Br
(en vertu de la régle pour les possibles) et donc M F,, . ¥ (en vertu de 'hyp.
de rec.). Or n.Rn.x. (en vertu de la définition de R) et donc il existe un monde
(& savoir n.x.) accessible de n. dans lequel 9 est vraie; il en résulte : M E,, 1.

5. Pour ¢ de degré k et de la forme [y : si n. LY € Br alors n.x. ¥ € Br
pour tout n.z. apparaissant sur la branche Br (en vertu de la régle pour les
nécessaires) et donc, pour tout n.z., M, , 1 (en vertu de ’hyp. de rec.). Or,
pour tout n.x., et seulement pour eux, n.Rn.x. (en vertu de la définition de
R) et donc dans tous les mondes accessibles de n., 1) est vraie; il en résulte :

ME, Oy.

Méme genre de chose pour les négations.

Achévement de la démonstration de complétude.

De ce qui précede, il suit que si un K-arbre pour une formule ¢ comporte une
branche compléte et ouverte, alors, puisque ~ ¢ appartient a cette branche, il existe,
dans un modele, un monde dans lequel ~ ¢ est vraie et donc dans lequel ¢ est faux.
@ n’est donc pas K-valide.

Par contraposition, si ¢ est K-valide, alors le K-arbre pour ¢ ne comporte pas de
branche ouverte, i.e. le K-tableau pour ¢ ferme.

Le méme genre de démonstration peut étre fait pour les formules T-valides, B-
valides, S4-valides ou SH-valides. Il suffit de définir R comme ci-dessus en ajoutant
qu’elle est réflexive, ou réflexive et symétrique, ou réflexive et transitive, ou enfin
réflexive, symétrique et transitive.

Par exemple, pour S4 : mRm’ ssi m est de la forme n. et m’ de la forme n. ou
n.r. ou n.x.y.



Chapitre 4

Complétude des différents systémes
normaux

4.1 Déduction & partir d’un ensemble > de formules

On aura besoin pour la démonstration du théoréme de complétude des notions
de "déduction dans un systéme S d’une formule & partir d'un ensemble ¥ de for-
mules" (X kg ) ainsi que de la notion de "consistance", relativement & un systéme
S, d’un ensemble de formules (S-consistance). La premiére idée qui vient & I’esprit est
d’étendre simplement la définition classique de "déduction" en admettant que parmi
les formules qui figurent dans une déduction (suite de formules) on peut trouver des
formules appartenant a 3, ce qui donnerait :

une déduction dans S de ¢ a partir de ¥ est une suite finie de formules, ¥, ..., ¥y,
telle que :
— =1y
— pour 1 < i < n,; est soit un axiome de S, soit une formule appartenant a >,
soit est obtenue par Sub, M P ou N sur une ou deux formules d’indice < .

L’apparente simplicité de cette définition, qui ne fait, semble-t-il, que reprendre
celle que I'on trouve en propositionnelle standard, cache en réalité des difficultés qui
se révélent dés lors que 'on considére le classique théoréme de la déduction. Aprés
quelques rappels concernant la portée de ce théoréme en propositionnelle standard,
on verra quelles précautions la régle N oblige a prendre et comment re-formuler le
théoréme de la déduction pour des systémes de logique modale normaux.
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Puis on définira une autre notion de "déduction & partir d’un ensemble de for-
mules" et, en conséquence, une autre notion de "consistance" (relativement & un
systéme S) ; ces autres notions sont un peu plus faibles que les précédentes, mais font
parfaitement 1’affaire pour ce qui suivra.

4.1.1 Quelques rappels sur le théoréme de la déduction en
logique des propositions

Rappelons quelques points concernant le théoréme de la déduction dans le cadre
de la logique des propositions. Il s’énonce en toute généralité (3, ensemble quelconque
de formules, ¢ et 9, formules quelconques) :

YUYt FessiXy = o

Le cas type d’application de ce théoréme est du genre suivant : supposons que
seulement deux formules appartiennent a 3, autrement dit : ¥ = {11,195} et que
lon ait : {t1,12} U{¥b} F . Une premiére application du théoréme, dans le sens —,
donne :

{1, 92} = {11} U{a} F 1 = ¢, puis une seconde donne :

DU{1} F e = (¢ = ), et enfin une troisiéme donne :

O = [ = (¥ = ¢)]; autrement dit :

F o = [ = (¥ = ¢)], et comme la formule : ¢y = [thy = (Y = )] est
équivalente a : (Y1 A Yy A ) = ¢, cela signifie que cette derniére formule est une
theése du systéme (tautologie).

Par exemple, on peut démontrer trés facilement que la formule du syllogisme est
une theése de la maniére suivante :

Fe=1 (1) théseadmise
F¢Y =60 (2) theéseadmise
o (3) these admise
- (4) MP sur (1), (3)
) (5) MP sur (2), (4)

On a donc : ¢ = Y,¢ = 0,90 F 0; d’ou par 3 applications du théoréme de la
déduction : F (¢ = ) = [ = 0) = (p = 0)],ie. : F [(p = V) A (Y = 0)] =
(p=0).

Inversement, si, par ex., une formule de la forme (¢; A 1)y) = ¢ est une thése, on
sait qu’il y a une déduction de ¢ a partir des deux formules v et 1y (i.e. 11,199 F @)
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C’est ainsi que l'on peut transformer toutes les implications qui sont des théses
en "régles dérivées", comme on 'a fait plus haut (voir section 1.2.4, p. 7).

En ce qui concerne la méthode des arbres, il résulte de ce qui précéde que, comme
on le sait bien, on peut "tester" directement la validité d’une inférence (déduction),
sans qu’il soit nécessaire de faire I’arbre pour 'implication correspondante, dont I’an-
técédent est la conjonction des prémisses de 'inférence et le conséquent, la conclusion
de la méme inférence. Autrement dit, dans le cas général, on peut tout aussi bien
débuter avec : ~{(U1A, ..., AY,) = ¢}, qu’avec la suite :

U1

|
Un
|
~p
|

etc.

Il faut cependant prendre garde & un point. Si, dans un systéme axiomatique
pour la logique des propositions, on écrit les axiomes dans le langage officiel (c’est a
dire, par ex., sous la forme : (p A ¢) = p), il faut nécessairement introduire la régle
de substitution en plus du MP. Mais alors pour définir la notion de "déduction a
partir d’un ensemble ¥ de formules" (elles-mémes écrites dans le langage officiel), il
faut prendre soin de préciser que la régle de substitution ne peut s’appliquer qu’a
des axiomes de CP mais pas a I'une des formules de Y : en effet, si I'on s’autorisait
a substituer dans les formules de Y, on pourrait avoir, par ex. la déduction :

Fp (1) prémisse admise
FgAN~qg (2) Sub?/, dans (1)

dou:phkqgA ~q.

Mais on n’a évidemment pas :
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Fp = (g A~g)t

Comme, par ailleurs, on peut montrer que toute déduction a partir de ’ensemble
vide (X = (), seuls les axiomes de CP peuvent donc entrer dans la déduction), peut
étre ré-écrite de telle sorte que 'on n’applique la régle de substitution qu’a des
axiomes, on ne perd aucune "loi logique". Notons (ou rappelons ?) incidemment, que
c’est cette derniére propriété des déductions a partir de 'ensemble vide, qui permet
de formuler les axiomes de CP sous forme de schémas d’axiome, et donc de faire
I'économie de la régle de substitution (c’est ainsi que I'on procédait dans les cours
sur la logique des propositions).

La méme chose vaut pour les systémes normaux, par ex. K : toute déduction dans
K & partir de 'ensemble vide (X = (), seuls les axiomes de K peuvent donc entrer
dans la déduction), peut étre ré-écrite de telle sorte que I'on n’applique la régle de
substitution qu’a des axiomes ; on ne perd donc, la encore, aucune loi logique modale.
On définit alors une déduction a partir d’un ensemble 3 d’hypothéses comme en pro-
positionnelle, en précisant également que la régle de substitution ne peut s’appliquer
qu’a des axiomes mais pas a des formules appartenant a 3.

4.1.2 Problémes posés par la régle N

Les choses sont cependant plus compliquées en modale propositionnelle 2. D’aprés
la définition que nous avons donné au début de cette section, on admet que la régle
N s’applique sans restriction, et donc, en particulier, que dans une déduction & par-
tir d’'un ensemble d’hypothéses, cette régle peut s’appliquer a 'une ou l'autre des
hypothéses ; Mais alors, par ex., en vertu de la régle N on aurait : {¢} Fx O, alors
qu’il est évident que 'on n’a pas ce & quoi conduirait un "théoréeme de la déduction"

1. On sait du reste, qu’appliquée a des formules qui ne sont pas des théses de CP (qui ne sont
pas des "tautologies"), la régle de substitution pourrait conduire & obtenir soit des contradictions
soit des tautologies.

2. Les difficultés qui surgissent en modale propositionnelle ne concerne que le sens "—" du
théoréme. Dans 'autre sens, comme en propositionnelle, il n’y a pas probléme : si une formule de
la forme ¢ = v est déduite, dans un systéme de logique modale S, & partir de I’ensemble X (i.e.
Y ks ¢ = ), on a immédiatement ¥ U {¢} kg 1, puisqu’il y a toujours une déduction :

YU{ptts (1) par df. de "déduction"
Yhsp=vY (2) par hypothese
SU{ptrsp=1 (3) affaiblissement a gauche dans (2)
SUfghtst (&) MPsur (1), (3).
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sauvage (!), a savoir : kg ¢ = Q.

En termes sémantiques, on peut facilement comprendre la situation. On peut
justifiez N de la maniére suivante :

Soit, par ex., ¢ telle que Fx ¢ (i.e. ¢ est K-valide) et soit un modeéle M =<
M, R,1 >, fondé sur un cadre quelconque. Comme Fg ¢, on a, en particulier, M F ¢,
i.e. pour tout m € M, on a : M F,, ¢ (¢ est valide dans M). On montre facilement
que dans ce cas, [y est également vraie dans tous les mondes de M.

Soit en effet un monde quelconque m; € M. Supposons M F,,. Op. Cela signifie
qu’il existe un monde m; € M tel que m;Rm; et que : M ¥, ¢, ce qui contredit
I'hypothése que pour tout monde m € M (et donc en particulier pour m;) on a
M E,, ¢. Donc : M E,,, Op.

Comme m; était quelconque, cela vaut pour tous les mondes m € M ; donc :
M E ¢. Et comme M est également quelconque cela vaut pour tout modeéle fondé
sur un cadre quelconque et donc : Fx Up. Le méme genre de raisonnement vaut pour
les formules T-valides, S4-valides, etc.

Par contre, Fx ¢ = Uy dit tout autre chose, a savoir que si, dans un monde quel-
conque d’un modéle quelconque fondé sur un cadre quelconque, ¢ est vraie, alors ¢
est vraie dans tous les mondes accessibles de ce monde ; ce qui n’est nullement néces-
saire (!!), rien n’interdisant que dans un monde m d’un modéle M, ¢ ne soit vraie,
et que, dans un monde accessible de m, la méme formule soit fausse.

La situation est trés semblable & celle que 'on trouve en premier ordre
standard. La régle de généralisation, que I'on peut formuler : si - ¢ alors
F Vxp, "dit" que si 'on a une déduction pour une formule ¢ dans laquelle
figure éventuellement la variable libre x, alors la cloture universelle (sur z) de
 est également une theése.

En termes sémantiques, cela revient & admettre que puisque ¢|x| est vraie
pour une interprétation quelconque de z (dans un domaine quelconque donné
et pour une interprétation quelconque donnée des lettres de prédicats), p[x] est
vraie pour toute interprétation. Cette régle ne fait que traduire une maniére
habituelle de raisonner (que l'on utilise ici sans cesse!), & savoir que lorsque
I’on veut démontrer qu'une formule vaut de tous les éléments d’un domaine,
il suffit de démontrer qu’elle vaut d’un élément quelconque de ce domaine (ie.
sur lequel on ne fait aucune hypothése additionnelle).

Si maintenant, on considére le cas des déductions & partir d’ ensembles de
formules (admises & titre d’hypothéses, ou d’axiomes d’une théorie, par ex.),
I’application de cette régle conduit a avoir, pour une formule quelconque, une
déduction de la forme : ¢[x] F Vzp[z]. Mais, bien évidemment, on n’a pas
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F plz] = Vaplz], ce qui reviendrait, en termes sémantiques, a affirmer que
puisque il existe une interprétation de z pour laquelle p[z] est vraie, alors ¢|x]
est vraie pour toute interprétation de x; autrement dit, a affirmer que ce qui
vaut d’un cas particulier, vaut de tous (I’anglais et les filles rousses de Calais).

C’est pourquoi dans I’énoncé du théoréme de la déduction en premier ordre,
il faut préciser, d’'une maniére ou d’une autre, que cette régle ne s’applique pas
aux "hypothéses", le plus simple étant d’admettre que les hypothéses sont des
formules closes (phrases).

Les remarques qui précédent s’étendent a toutes les déductions a partir d” "hy-
pothéses" (i.e. a partir d’un ensemble ¥ de formules), dans lesquelles on applique la
regle N a une des hypotheéses.

Considérons par ex. la déduction suivante de Op = Oq a partir de p = ¢ (sur le
modele de la justification de la régles Ry et en admettant Fx O(p = ¢) = (Op =
0q)). On considére donc ici que p = ¢ est une "hypothése", i.e. ¥ = {p = ¢} :

pP=q (1) hypothese

O(p = q) (2) N sur (1)
Op=q) = (Op=9<0q) (3) thése admise

Op = 90q, MP sur (2), (3).

Pour vérifier que (p = ¢) = (Op = Og¢) n’est pas une thése de K, on peut faire
I’arbre pour cette implication :

L ~{(p=q) = (Op=0g)} (1)
Lp :l q(2)
L ~(Op ‘: 0q) (3)
1. <>1‘9 (4)
1. ~0q (5)
1-1.p‘ (6)
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Explications : (2) et (3) sur (1) par la régle ~=-; (4), (5) sur (3) par la méme régle; (6) sur
(4) par la régle ¢; (7) sur (5) par la régle ~¢ et enﬁn (8), (9) sur (2) par la régle =.

On voit que si I’arbre ne ferme pas, c’est que la fausseté de "Op = Og¢" dans "1."
suppose seulement que dans "1.1." on ait "p" vraie et "¢" fausse, ce qui n’est en rien
incompatible avec le fait que "p = ¢" soit vraie en "1.". Par contre il est clair que
cela serait incompatible si "p = ¢" devait étre également vraie dans "1.1.". Or, en
termes d’arbres, cela serait le cas si au lieu d’avoir seulement "p = ¢" dans 'antécé-
dent de I'implication pour laquelle on a fait 1’arbre, on avait également "O(p = q),
ce qui obligerait & écrire "1.1.p = ¢". A ce moment, 'arbre ferme comme on va le
voir immédiatement :

L ~{{p=9A0@=9]= (Op= 09} (1)
Lp=q¢ADp=q) (2)
~(Op ; 0q) (3)
Lp =‘> q (4)
L. O(p ; q) (5)
1. <>1‘0 (6)
1. ~<‘>q (7)
1])‘ (8)
1o ~q (9)

|
L. p=q (10)

1. ~D (11) 1. q (12)
X X
r (1) par la régle ~=-; (4), (5) sur (3) par la régle A; (6), (7) sur (3)

su
) par la régle ¢; (9) sur (7) par la régle ~¢; (10) sur (5) par la régle
) par la régle =. On n’a pas traité (4), puisque cela n’aurait conduit a

Explications : (2) et (3) su
par la régle ~=; (8) sur (6
O et enfin (11), ( 2) sur (10
rien d’intéressant.

Il est aisé de voir que ’adjonction de O(p = ¢q) correspond précisément au fait
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que dans la déduction de Op = {q a partir de p = ¢, on a fait usage de la régle N
sur "p = ¢" (qui n’est évidemment pas un axiome), ce qui revient donc a ajouter la
prémisse : O(p = q).

Si l'on en reste a K et en généralisant (mais en simplifiant encore beaucoup), on
voit que la situation est, en gros, la suivante : lorsque dans une déduction a partir de
Y U{¢} (dans l'ex. précédent, X est vide), on fait usage une fois de la régle N sur o,
on admet, en termes d’"arbres", que ¢, est non seulement "vraie" dans le "monde"
de son préfixe, disons "n.", mais qu’elle I'est également dans tous les "mondes" de
préfixe de la forme "n.z." (i.e. les mondes accessibles de n.) ; ce qu’aucune régle pour
les arbres ne prévoit. C’est pourquoi, dans l’arbre correspondant a la déduction, on
devra, pour fermer, ajouter "n. [(Iy", pour avoir "n.z. ¥".

4.1.3 Démonstration du théoréme de la déduction pour K

On en arrive donc au théoréme de la déduction pour le systéme K de modale pro-
positionnelle. Pour le formuler, on définit préalablement la notion de "dépendance
déductive" d’une formule 1; par rapport a une formule 1);, dans une déduction a
partir d’hypotheéses :

- 1; dépend déductivement de 1); si, soit ¢; = 1);, soit ¢; est obtenue, par MP ou
par N a partir de formules dont au moins une dépend déductivement de ;.

Théoréme de la déduction : Si X U {¢} Fx ¢ et si dans la déduction de
¢ a partir de ¥ U {¢} on a appliqué m fois la régle N & des formules dépendant
déductivement de v, alors? :

Yk (0% AOWA, ..., A O™)) = ¢

Démonstration :

Soit donc la déduction ¢, ..., ¢, de ¢ (= ¢,) a partir de ¥ U {¢} dans laquelle
on a appliqué m fois N a des formules qui dépendent déductivement de ).

On démontre, par induction sur i (1 < i < m) que, pour tout 7, on a ¥ kg
(OOYA, ... AO%) = 4, avec | = nombre de fois que I'on a appliqué N a une formule

3. "OF" signifie que """ est précédé d’une suite de k symboles "[J".
4. Dans ses grandes lignes cette démonstration suit celle du théoréme de la déduction pour la
logique propositionnelle standard.
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dépendant déductivement de ¢ dans la déduction ¢y, ..., @;.

— Soit i = 1; alors ; est soit un axiome, soit un élément de 3, soit {¢}.

— 1 est un axiome ou un élément de ¥. On a alors la déduction suivante :

YK @i (1) axiome ou élément de ¥
Yrkp=(¢=Dp) (2) loi dite "de simplification"
Yrkoi= (=) (3) Subdans(2)
Yk =g (4) MP sur (1), (3)
~ ¢; = 1. Par la loi d’identité on a : Fx ¢(= ¢;) = ¢; et donc trivialement :
Yk =@

~ Hypothese de récurrence : pour tout j < i, ¥ g (OA, ... AOW) = ¢;, avec
"I" = nombre de fois que 'on a appliqué N a une formule dépendant déducti-
vement de 1 dans la déduction ¢, ..., ;.

— (; est obtenu par MP sur ¢,(= ¢r = ¢;i) et @k, avec h,k < i, et on suppose
que N a été appliquée I fois & des formules dépendant déductivement de 1)
dans la déduction de ¢y, et [? fois etc. dans la déduction de ¢y. Il en résulte que
©; est obtenu au terme de [ > [', [ applications de N & une formule dépendant
déductivement de 1.

Par hyp. de rec., on a donc :

— (a) Dk (YA, ..., AO" ) = @y, et
— (b) = Fk (%A, ..., AO%Y) = ¢

On suppose [! > [? (indifférent) et donc on a® :
— (b)) Shx (@A, ..., AO) = ¢y
01!
Pour simplifier I'écriture on abrége CI%A, . . ., /\I:!l1¢ en: [

5. Dans ces deux cas, on voit que ’on est exactement dans la méme situation qu’en proposition-
nelle standard, puisque ’on n’a pas pu encore utiliser la régle N.

6. Par la "loi" en propositionnelle : F (piA, ..., Apn) = (P1A, ..., ADm) si n > m et par transi-
tivité.
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On a alors la déduction suivante ” :

011
Yk O9 = (or = ¢i)

011
Yk Oy =g

Ytk [p=(g=r)]=I[p=q9={p =7

01t 011

Yk
Yk

[
(T =p)= (0 =)

Yk Oy =

O¢=(or=e)l = [(O¢=0) = (09 = @)

(1) (a) en remplagant
o par sa df.

(2) ()

(3) loi dite "de Frege"
il (4)  Sub dans (3)
(5) MP sur (1), (4)
(5)

MP sur (2), (5)

Or [ > I*, donc on a® : ¥ Fg (%A, ..., AO%) = ¢;.

— ; est obtenu par N sur ¢; avec j < i. Deux cas a considérer :
— ¢; ne dépend pas déductivement de 7 ; on a la déduction suivante :

Yk @j (
2k Ue; (
Yk p=(¢=Dp) (
Yk Opj = (¥ = Opj)  (

Sub dans (3)
MP sur (2), (4)

puisque Uy, = @;

) puisque ¢; ne dépend pas de ¢
) N sur (1)
) loi prop.
)
)
)

— ¢, dépend déductivement de 1, et N a été appliquée ' fois & des formules
dépendant déductivement de v ; d’ou il résulte que dans la déduction de ¢;,
N a été appliquée | = ! 4 1 fois a des formules dépendant déductivement de

1 ; on a alors la déduction suivante :

Y bk (%A, ..., AOH ) = o

¥ Fx O(@%A, ..., AOM ) = Oy,
Y bk (OWA, ..., AO" 1Y) = O,
Sk (OWA, ..., A0 )) = o
S g (0% A O, ..

. ,/\Dll+1¢) = ©;

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

par hyp. de rec.

R1 sur (1).

Remp dans (2)/Distrib.
puisque ¢; = Uyp;
affaiblissement a gauche.

7. 1l ne s’agit, 1a encore, que d’une adaptation de ce que I'on a fait pour démontrer le théoréme

dans la logique propositionnelle standard.

8. Toujours en vertu de la loi évoquée note 6 et par transitivité.
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Puisque la démonstration précédente vaut pour tout i (1 < i < n), elle vaut pour
1 =mn et donc :

Si X U{¢Y} bk ¢ et si, dans la déduction de ¢ a partir de XU {¢)}, N a été appliquée
m fois a des formules dépendant déductivement de ), alors :

S g (E%A, ..., AO™p) = .

Corollaire immédiat de ce théoréme :

Si XU {¢} Fk ¢ et si, dans la déduction de ¢ a partir de ¥ U {¢)}, N n’a pas été
appliquée a des formules dépendant déductivement de ¢, alors :

Yk Y= .

Théoréme de la déduction pour S4.

Le théoréme précédent vaut pour tous les systémes normaux et vaut donc en
particulier pour S4 (et S5). Il se trouve cependant que I’Ax. 4 permet de le simplifier.
En effet, supposons que l'on ait X U g4 ¢ et que 'on ait appliqué, disons 3 fois, la
régle N a des formules dépendant déductivement de 1. Le théoréme de la déduction
établit qu’alors on a une déduction a partir de ¥ de (v A Oy AOOY AOOOY) = ¢,
autrement dit que l'on a :

S by (0 A Oy A OO A OOOY) = .

I1 est aisé de voir que 'on aurait pu éviter d’utiliser la régle N les deux derniéres fois,
puisque si I'on a obtenu [y par la premiére application de N (a 1), il suffit ensuite
de substituer dans I’Ax. 4, pour avoir [y = [y, puis de couper avec [y ; on a
alors [Jy. La méme manceuvre conduirait a déduire L.

On peut donc d’ores et déja reformuler le théoréme de la déduction pour S4 de
la maniére suivante :

Si YU {9} kg4 @ et si dans la déduction de ¢ a partir de X U {¢'} on a appliqué
au moins une fois la régle N a des formules dépendant déductivement de ), alors :

Yhsa (0 ADOY) = ¢



72 CHAPITRE 4. COMPLETUDE DES DIFFERENTS SYSTEMES NORMAUX

On peut cependant encore simplifier. Puisque T est un axiome de S4, si, dans les
mémes conditions que précédemment, on a appliqué une premieére fois la régle N a 1,
on a donc obtenu [y et il est alors possible de retrouver 1 grace a T. Si donc, dans
la déduction originale de ¢, certaines formules dépendaient de v, mais pas de [y, il
suffirait de déduire la premiére de la deuxiéme, pour avoir une déduction équivalente.
Le théoréme de la déduction pour S4 (et donc pour S5) s’énonce donc :

Si XU {¢} sy ¢ et si dans la déduction de ¢ & partir de ¥ U {¢} on a appliqué
au moins une fois la régle N a des formules dépendant déductivement de v, alors :

Yk LY = ¢

Dans l'exemple pris plus haut (p. 66, dans lequel ¥ = {p = ¢}), on voit que la
déduction "véritable" ne commence qu’a la ligne (2), c’est a dire avec "O(p = ¢)". Il
se trouve, dans cet ex., que le seul usage de "p = ¢" est de permettre d’obtenir (2)
grace a N ; mais si cette hypothése avait figuré dans la déduction d’autres formules
(sans usage de N) alors on aurait pu retrouver ces déductions en substituant (1) a p
dans T et en coupant avec (2).

4.1.4 Redéfinition de X Fg ¢ ; S-consistance.

Les difficultés que présente le théoréme de la déduction en modale propositionnelle
invite a définir d’'une autre maniére, plus commode, et dont on fera usage plus loin, ce
que l'on entend par "¢ est déductible dans S de I'ensemble d’hypothéses ¥ (3 g ),
ainsi que ce que I'on entend par "ensemble S-consistant de formules", "S" désignant
un systéme normal quelconque de logique modale.

S-déductibilité

Il s’agit simplement de contourner la difficulté posée par la régle N et de définir
la S-déductibilité d'une formule ¢ & partir d’un ensemble ¥ directement en terme de
these de S de telle sorte que :

Y g ¢ ssi
— soit X =0 et kg ¢,
— soit il existe ¥y, ..., ¢, € L et Fg (Y1 A ... Aty,) = 2.

9. En vertu de I'associativité de "A" | on se permettra d’écrire une conjonction a plus de deux
membres sans parenthéser. Par ailleurs, en vertu de la commutativité de "A", I'ordre des conjoints
dans une conjonction est indifférent.
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On constate alors immédiatement qu’avec une telle définition la déduction dans
K de Op = Oq a partir de l'ensemble {(p = ¢)} (cf. p. 66) n’est plus admissible
puisque ¥k (p = q) = (Op = 0q). Par contre la déduction de Op = (g a partir de
{O(p = q)} est, elle, tout a fait admissible puisque Fx O(p = ¢) = (Op = Oq).

Il est facile de constater que cela revient a interdire, dans une S-déduction & par-
tir d’hypotheéses, d’appliquer la régle N sur une des hypothéses; en effet, par df.,
Y ks @, ssi il existe ¢q,...,1, € X telles que kg (1 A ... A,) = ¢. Or dans la
S-déduction 64, ..., 0, de 'implication 0,, = (1 A ... A,) = ¢ seuls figurent des
axiomes de S, des formules obtenues par Sub sur un axiome ou des formules obtenues
par N ou M P sur une ou deux formules précédents dans la suite. Aucune formule
appartenant & X ne figure, en tant qu’hypothése, dans cette déduction.

On montre que cette définition de > Fg ¢ a toutes les propriétés attendues et,
en particulier, que le théoréme de la déduction, dans sa version classique, retrouve
toute sa validité. Rappelons, au préalable, que puisque toutes les tautologies de CP
sont des axiomes de tout systéme normal, on a, pour ¢ tautologique : Fg ¢ et on
peut faire usage des régles d’inférence dérivées (cf. p. 7).

Reéflexivité : si ¢ € X, alors X Fg . Immédiat : p € ¥ et g ¢ = ¢ et donc
par la définition ci-dessus, X g .

Transitivité : si ¥ Fg ¢ et {¢} Fg ¢ alors ¥ Fg ¢. En effet : puisque ¥ kg 1, il
existe 6y,...,0, € ¥ telles que : kg (61 A ... A6,) = 1; et puisque {1} ks ¢,
Fs 1 = ¢; donc par Syll. : kg (01 A ... A0,) = ¢, dotu: X kg .

Affaiblissement a gauche :si X F pet ¥ C T alors I' - . En effet : puisque
Y F g, ilexiste 0y, ...,0, € X telles que: g (01A...A0,) = @ et comme ¥ C T,
01,...,0, € T'. 1l existe donc 6,,...,0, € T telles que g (01 A ... ANb,) = ¢,
dou: T l_s ®.

Théoréme de la déduction : X U {¢} g ¢ ssi X g ¢ = ¢. Seul le sens —
est intéressant. Deux cas a considérer :

1. 1l existe 6q,...,0, € 3 telles que : g (01 A ... A6,) = ¢ et, pour tout i
(1 <i<n),+#06;. On a alors la micro déduction suivante :

(1) Fs (L A...AB) = ¢
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(2) Fs ¢ = (¥ = ¢) (Sub. dans taut.)
B)Fs (L A...NO,) = (¥ = ¢) (Syll. sur (1), (2) ).

Donc, puisque 61,...,0, € X, ¥ g = .

2. Il existe 0q,...,0, € ¥ telles que : Fg (01 A ... AN0,) = ¢ et, pour un i
(1 <i<mn), =46 On a alors la micro déduction suivante :

(D) Fs (LA AOi g AOANO AL AB) =

(2) Fs [(OL A .. oNOig N Oipr Ao AN By) ANY] = o (Remp/associativité +
commutativité de "A" sur (1) )

B)Fs (O A...NOiy A Oia Ao AN B,) = (Y = ¢) (Imp-exp sur (2) )

Or 61,...9171,9i+1,...,0n€E; donc : Z"Swi()ﬁ

Ensemble de formules S-consistant

En terme de déductibilité, on peut alors définir ce que I’on entend par : " ensemble
de formules S-inconsistant" : ¥ est S-inconsistant ssi il existe ¢, ...,1, € X telles
que kg ~ (11 A...A1y,). Un ensemble est S-consistant ssi il n’est pas S-inconsistant.

On montre que cette définition est tout a fait raisonnable.

1. X est S-consistant ssi il n’existe pas ¢ telle que X Fg ¢ et X Fg ~p.

Dans le sens —, par contraposition. Supposons qu’il existe ¢ telle que 3 g ¢
et X g ~ . Il existe donc ¥y, ..., 9, € X et bq,...,0, € X, telles que 'on a la
déduction suivante (pour simplifier on fait W = )1 A... A, et © = O A.. N0, :
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(1) Fs¥=p par hypotheése
(2) FsO = ~p par hypotheése
(3) Fs (T =p)A(O=~p) Adj. sur (1), (2)
(4) Fs[(P=p)AN(O=~p)]=[(TAO)= (¢ A~p)] Subdans la taut. :
[(p=r)A(g=s)=I[pAqg) = (rAs)
(5) Fs(PAO)= (o A~y) MP sur (3), (4)
(6) Fs[(TAO)= (p A~p)=~(TAO) Sub. dans la taut. :
[p= (g A~q)= ~p
(7) ks ~(TAO) MP sur (5), (6))

Or N(\If/\@>:’\/(w1/\/\'l/fm/\91/\/\9n) et wl,...,wm,Hl,...,QnEE;
donc ¥ est S-inconsistant.

Dans le sens <, par contraposition. Supposons ¥ S-inconsistant. Alors il
existe ¥, ..., ¥, € ¥ telles que s ~ (Y1 A ... Ath,). On a alors les déductions
suivantes (en faisant W =y A ... Ay,) :

(1) Fs~¥ par hypothése
(2) Fg~VU = (V=) Subdanslataut.: ~p= (p=q)
3) Fs¥=¢ MP sur (1), (2)

Ainsi que :
(1) Fs~W par hypothese
(2) Fs~V = (V= ~¢) Subdanslataut. : ~p= (p=q)
(37) Fs U= ~p MP sur (1), (2)

Or UV =uoyy A... N, et YPy,...,0, € ¥; donc, a la fois : X F ¢ (par (3)) et
Y F ~¢ (par (3")).

2. ¥ est S-inconsistant ssi pour une formule ¢, ¥ g ¢ A ~p. En effet :

Dans le sens — : puisque ¥ est S-inconsistant, il existe ¢4, ..., € X telles
que : Fg ~ (1 A+ - Athy). On fait ¥ = ¢y A--- A1h,. On a la déduction suivante
en partant de (3) et (3’) déja déduits ci-dessus a partir de ~W :

(1) FsU =0 = (3) ci-dessus
(2) Fs¥=n~op = (3’) ci-dessus
(3) FsW¥ = (o A~¢p) Comp.sur (1), (2)



76 CHAPITRE 4. COMPLETUDE DES DIFFERENTS SYSTEMES NORMAUX
OrVv =y A--- AN, et q,...,0, € X, donc: X kg A ~ep.

Dans le sens « : puisque X Fg o A ~p, il existe ¢q,...,1, € 2 telles que :
Fs (W1 A= Aby) = (p A ~p). On fait ¥ =y A--- Ath,. On a la déduction

suivante :
(1) FsU = (oA~p) par hypothése
(2) Fs[¥=(pA~p)=~T Subdanslataut.:[p= (¢ A ~q)] = ~p
(3) Fsg~W MP sur (1), (2)

OrVv =9y A--- AN, et P1,...,9, € X, donc : X est inconsistant.
3. X est S-consistant ssi il existe au moins une formule ¢ telle que X ¥g p.En effet :

Dans le sens — : si X est S-consistant alors, par ce qui précéede, il n’existe
pas de formule ¢ telle que X F ¢ et X F ~p. On est donc assuré qu’il existe au
moins une formule, ¢ ou ~ ¢, qui n’est pas déductible de ¥ (éventuellement,
ni 'une ni Pautre ne l'est).

Ou bien, par contraposition : si pour tout ¢, ¥ F ¢, alors évidemment aussi
bien ¢ que ~1 sont déductibles de X, et donc, par le lemme précédent, > est
S-inconsistant.

Dans le sens < Immédiat par contraposition : si ¥ est S-inconsistant, alors
par 2. ci-dessus, X - ¢ A ~ ¢ pour au moins une formule ¢ ; et donc pour toute
formule v, on a la nano-déduction suivante :

YEp A~y

Y F (¢ A ~p) = 1, substitution dans la tautologie : (p A ~p) = ¢

Y, M.P. sur ce qui précede.

4. ¥ g @ ssi ¥ U{~¢} est S-inconsistant .
La démonstration est trés proche de celle du théoréme correspondant en propo-
sitionnelle (cf. théoréme 4. 3. 3., p. 10 du fascicule). On la redonne, simplifiée,
pour mémoire :



4.2. COMPLETUDE SEMANTIQUE DES SYSTEMES AXIOMATIQUES 77

Dans le sens — :

(1) Xkse par hypothése

(2) XU{~¢}Fsep affaiblissement a gauche
(3) XU{~¢}Fsg~p réflexivité de "Fg"

(4) YU{~p}ts (@ A~p) Comp. sur (2) (3)

Donc par 2. ci-dessus, ¥ U {~ ¢} est S-inconsistant.

Dans le sens < : puisque ¥ U {~ ¢} est S-inconsistant, il existe ¢y, ..., 1, € X
telles que :

Fs ~ (1 A Ahy A ~) 10 Cest a dire telles que :

Fs (Y1 A Ahn) =
Or ¥y, ...,Y, € X, donc : X Fg .

4.2 Complétude sémantique des systémes axioma-
tiques

4.2.1 Marche de la démonstration.

On veut démontrer que, étant donné une classe C de cadres, et un systéme (axio-
matique) S de logique modale (T, B, S4,...), pour tout ¢, si ¢ est C-valide alors
Fs ¢ (i.e.  est une theése de S) M. Par ex. si C, est la classe des cadres réflexifs, on
cherche & démontrer que si une formule ¢ est valide dans C,, alors ¢ est une these
de T (l_T QO)

Pour ce faire, on définit, relativement & un systéme S, un modéle que I'on appelle
le "modéle canonique", M de S et on démontre que, pour toute formule p, M2 E ¢
ssi Fg .

On raisonne alors de la maniére suivante : si la relation R du modéle canonique
M de S est réflexive (par ex.), - ce qu'il faudra démontrer -, alors M? est fondé sur
un cadre F' € C, (C, : classe des cadres réflexifs) ; d’ou il suit que si une formule ¢
est C.-valide alors elle est a fortiori M:-valide et donc : g ¢.

10. On admet que X est S-consistant, sinon trivialement X Fg .
11. Dans l'autre sens, la démonstration a été fournie ci-dessus, section 2.2.2, p. 34.
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4.2.2 Définition du modéle canonique d’un systéme S de lo-
gique modale.

Définitions et théorémes préalables.

Rappel : un ensemble de formule I' est maximal S-consistant, s’il n’existe par
d’ensemble S-consistant IV tel que I' C I, ou, ce qui revient au méme, s’il n’existe
pas de formule ¢ telle que ¢ ¢ T" et que I' U {¢} soit S-consistant.

On admettra sans démonstration ce qui suit (cf. cours de théorie des modéles).

Théoréme de Lindenbaum : tout ensemble S-consistant peut étre étendu a un
ensemble maximal S-consistant.

Soit I', un ensemble de formules maximal S-consistant, alors :

— MC1 :si ' g ¢ alors ¢ € T'12,

— MCQC2 : pour tout ¢, ¢ € I' ou ~¢ € I', mais pas les deux.

- MC3:pVypel'ssigelouy el

- MC3 :p ANpelssipel ety el

-~ MC4:sipelet p=1 el alors ¢ €I

— MC5 : =g ¢ ssi, pour tout ensemble I' maximal S-consistant, ¢ € T'13.

Modéle canonique d’un systéme S

L’idée qui préside a la construction du modéle canonique d’un systéeme S, M3 =<
M, R,1 >, est que la vérité d’'une formule dans un monde € M équivaille & son
appartenance a ce monde, autrement dit : pour tout ¢ et pour tout m € M, M2 E,, ¢
ssi ¢ € m.

On vient de rappeler (MC5) que les théses de S appartiennent & tous les maxi-
maux S-consistants. Il "suffit" alors de définir M comme I’ensemble des maximaux

S-consistants, pour assimiler validité dans M et appartenance a tous les mondes de

12. Rappel, a tout hasard, de la démonstration : supposons ¢ ¢ T', alors, comme I" est maximal,
T'U{¢} est S-inconsistant et, par le théoréme 4. (p. 76), ' Fs~¢; or I' g ¢, donc, par le théoréme
1. (p. 74), T est S-inconsistant, contrairement a I’hypothése. Donc ¢ € T

13. Ce dernier théoréme n’est qu'une suite de MC1 et de la régle d’affaiblissement a gauche : si
Fs @, c’est adire, si @ g ¢, alors, comme, pour tout 3, ) C X, pour tout 2, 3 kg ¢ (affaiblissement).
Donc, en particulier, pour tout I' max. S-cons, I' Fg ¢ et donc, en vertu de MC1, pour tout I"
maximal S-consistant, ¢ € I'.
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M, i.e. a tous les maximaux S-consistants; on aura ainsi ’équivalence : validité dans
M/ thése de S.

Pour la relation : pour que Uy, appartenant & un monde m; soit vraie dans m,
il faut que ¢ soit vraie dans tous les mondes accessibles de m;, ce qui en vertu de
ce que l'on veut et que I'on démontrera (pour tout m € M, M3 E,, ¢ ssi ¢ € m),
revient a I’appartenance de ¢ a tous les mondes accessibles de m;. Ce qui suggére la
définition suivante :

m;Rm; ssi pour tout ¢, si Ly € m; alors ¢ € m;.

On note *(m;) 'ensemble des formules ¢, telles que [y appartienne a my,
autrement dit : 0*(m;) = {¢ : Op € m;}.
La définition de R revient alors a : m; Rm,; ssi O%(m;) C m;.

Une telle définition doit cependant étre compatible avec le fait que, si une formule
de la forme Q¢ appartient a m,, il doit exister un monde accessible de m; auquel
appartient ¢, monde qui, en vertu de la définition de R ci-dessus, inclut ’ensemble
de formules (J*(m;). Pour s’assurer qu’il existe un tel monde, il suffit de prouver que
I'ensemble (0*(m;) U {¢} est S-consistant; si cet ensemble est S-consistant, il peut
étre étendu par Lindenbaum, & un maximal S-consistant, c’est a dire & un monde
auquel appartient ¢ et qui, incluant [0*(m;), est accessible de m; par la définition
ci-dessus de R

On démontre donc :
R1 :si Op € my, alors 0%(m;) U{¢} est S-consistant (ou, de maniére équivalente :
si ~Op € my, alors O0%(m;) U{~p} est S-consistant.

Par contraposition : si [0*(m;)U{p} est S-inconsistant alors m; est S-inconsistant.
En effet, on a :

si O%(m;) U {¢} est S-inconsistant, alors, par df., il existe ¢y, ... 1, € O"(m;) ,
tels que Fg~ {1 A, ..., A, A p}, ce qui revient & :

Fs {iA, ..., A} = ~¢, done, par la régle dérivé R; :

Fs O{rA, ... AR} = O ~¢; comme (distributivité O/A) : O{iA, ..., A, }
est équivalent a {{ly A, ..., A, }, on a par Remp. :

Fs {0OUA, ..., AOY, } = O ~p et donc :

Fs~ {01 A, ..., AOY, A ~O ~p}, autrement dit :

Fon {1 A, . .., A, A O}
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Or les formules Uy, . .., ), O € m; et donc m; est S-inconsistant, contraire-
ment & I'hypothése (m; maximal S-consistant'?).

Donc : O%(m;) U {¢} est S-consistant.
Cet ensemble peut alors étre étendu & un maximal S-consistant incluant 0% (m;),
donc accessible de m;, et auquel appartient ¢, cqfd.

On peut donc définir, le modéle canonique d’un systéme S, M = < M, R,7 >,
par :

— M = ensemble des maximaux S-consistants,
— m;Rm; ssi O%(m;) C m;,
- m; €i(p) ssip € m,.

Vraie dans un monde / appartenance & ce méme monde.

On démontre maintenant : pour toute formule ¢ et tout monde m;, M3 F,,. ¢
ssi p € my.

Par récurrence sur le degré des formules :

1. pour ¢ de degré 0, et de la forme p, cela vaut par df. de 7 : M F,,, p ssi
m; € i(p) ssi p € m;.

Hypothése de rec. : pour toute formule ¢ de degré < n et tout monde m,,
M E, o ssip € m.

2. Pour les formules de degré n et de la forme ~ v, v A0, bV O, ) = 6, como
siempre.
3. Soit ¢ de degré n et de la forme .

(a) dans le sens « : si O € m,, alors (par df. de R) pour tout m; tel que.
m;Rmj, 1 € m; et donc, (par hyp. de rec.) MZ F,, ¢ ; d'ot: Mg F,,, Oy
et donc M? F,,, ¢.

(b) dans le sens —, on contrapose : si (i) ¢ m;, alors (m;, max. S-cons, MC2)
~ [ € m;; on a démontré ci-dessus (R1) que O0%(m;) U {~ ¢} est S-
consistant et peut donc étre étendu & un max. S-cons. mj, tel que m; Rm;.

14. Cette petite démonstration ne suppose que la S-consistance de ’ensemble m;, et vaut donc
pour tout ensemble consistant de formules, qu’il soit, ou ne soit pas, maximal.



4.2. COMPLETUDE SEMANTIQUE DES SYSTEMES AXIOMATIQUES 81

Comme ~ ¢ € m;, ¥ ¢ m; (m;, max. cons.) et donc, par hyp. de rec.
Mg ¥, @b D'ou il résulte : Mg F,,, [1Y. Donc, par contraposition : si
M E,,, Oy alors Oy € m.

On a donc démontré :

R2 : Pour toute formule ¢ et tout monde m;, M? E,,. ¢ ssi p € m,.

Achévement de la démonstration.

Il reste maintenant & démontrer qu’'une formule est une thése de S ssi elle est
valide dans M2, i.e. : Fg ¢ ssi M2 E .

— Dans le sens — : on sait (MC5) que si kg ¢, alors ¢ € m;, pour tout m; (rap-
pel : tous les m; sont max. S-cons.), et donc, par R2, pour tout m;, M? F,,, ¢

— Dans le sens «—, par contraposition : si ¥g ¢, alors {~ @} est S-consistant (co-
rollaire immédiat du théoréme 4. p. 76) et peut donc étre étendu & un max.
S-cons. m; ; comme ~ @ € my, par R2 on a : M F,, ~p; dot M; ¥, ¢;p
n’est donc pas M:-valide.

Il résulte des deux points précédents que : Fg ¢ ssi M F .

4.2.3 Complétude des différents systémes d’axiomes

Il reste & montrer que les cadres sur lesquels sont fondés les modéles canoniques
des différents systémes K, T, S4, B, S5 de logique modale sont respectivement quel-
conques, réflexifs, réflexifs et transitifs, réflexifs et symétriques, équivalents 5.

Le principe de ces démonstrations est le suivant : par définition de la relation R
des modéles canoniques, un monde m; est accessible d'un autre, m;, ssi 0*(m;) C m,.
Si donc, en général, on veut montrer qu'un monde m; est accessible d'un monde m,,
il faut montrer que, pour une formule quelconque ¢, si Oy € m,; alors ¢ € m;.

15. Le cas de D est laissé en exercice; nous envisagerons également le systéme un peu plus
exotique : K + G.
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Comme cela vaut pour n’importe quelle formule et n’importe quel monde, cela vaut
en général et donc on en tire [0%(m;) C m; et donc que m; Rm;.

Si, de plus, on tient compte du fait que les différents axiomes appartiennent a
tous les mondes et donc a m;, on pourra alors établir que la relation d’accessibilité
a telle ou telle propriété formelle.

Alinsi, par ex., si 'on veut montrer que R est réflexive, il suffit de montrer que,
quel que soit le monde m; et quelle que soit la formule ¢, si Uy € m; alors ¢ € m;
et donc que : O0*(m;) € m,;. Comme cela vaut quel que soit le monde m;, cela vaut
pour tout monde et donc, par définition de R, pour tout monde m;, m;Rm;; R est

donc réflexive 16.

1. Pour K, c’est trivial puisque le modéle canonique de K est évidemment fondé
sur un cadre qui appartient a la classe de tous les cadres.

2. Pour T : soit ¢, m; quelconques et Lp € m;, a démontrer : ¢ € m; et donc
m;Rm,; (réflexivité). Comme [y = ¢ est une thése de T, Oy = ¢ € m;, par
MC5; et par MC4, puisque par hyp. Uy € m;, on a : ¢ € m;. Comme cela
vaut pour tout ¢, tel que Oy € my;, on a donc O*(m;) C m;; et comme cela
vaut pour tout monde m;, on a par df. de R : pour tout monde m;, m;Rm;. R

est donc réflexive 17,

3. Pour 54 : soit ¢, m;, m;, m;, quelconques, avec m;Rm;, m;Rmy, et Oy € m;;
a démontrer : ¢ € my, et donc m;Rmy, (transitivité).
Comme Oy = O0p est une thése de S4, Uy = O0p € m;, par MC5.
Par MC4, puisque par hyp. Oy € m;, on a : OOy € m;; d’'ou, Up € m; ,
puisque m;Rm;; et ¢ € my, puisque m;Rmy. Donc, par def. de R, m;Rmy.
Réflexivité par T.

4. Pour B : soit ¢, m;, m;, quelconques, avec m; Rm; et Uy € m;; a démontrer :
¢ € m; et donc m;Rm; (symétrie).
Par contraposition : on montre que si ¢ ¢ m; alors Oy ¢ m;.
Soit ¢ ¢ m; ; alors ~¢ € m;, par MC2.

16. En vertu des régles d’évaluation on devrait dire, par ex. : si M{ F,,, Oy et m; Rm;, alors
M Ep,, @; mais en vertu de R2, on peut dire cela en terme d’appartenance : si Jy € m; et m; Rmy,
alors ¢ € m;. Méme chose pour ~[J, ¢ et ~¢. On utilisera donc cette maniére de s’exprimer.

17. Ces derniéres remarques, a partir de "Comme cela vaut pour tout ¢...", valent, avec les
adaptations nécessaires, pour les démonstrations suivantes ; on ne les répétera pas
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Comme ~ ¢ = [JO ~ ¢ est une thése de B, ~p = OO ~p € m;, par MC5.
Par MC4, puisque on vient de voir que ~ @ € my, on a : [JO ~ ¢ € m;; d’ou
O ~p € my, ie. ~Op € my, et done, par MC2, Oy ¢ m;.

Donc, par contraposition, si Ly € m;, ¢ € m;, d’ot, par def. de R, m;Rm,.
Réflexivité par T.

5. Pour S5 : comme T, 4 et B appartiennent & S5, R est réflexive transitive et
symétrique, i.e. R est une relation d’équivalence. Ne soyons cependant pas pa-
resseux !

Démonstration directe (on démontre que R est euclidienne) : soit ¢, m;, m;,
my, quelconques, avec m; Rm;, m;Rmy, et Uy € m;; a démontrer : ¢ € my, et
donc m;Rmy,.

Par contraposition : on montre que si ¢ ¢ my, alors Oy ¢ m;.

Soit ¢ & my ; alors, puisque m;Rmy, Op ¢ m,; par MC2, ~ Oy € m,, ie. :
O ~pem;.

Comme § ~ ¢ = O ~ ¢ est une thése de S5, O ~p = O ~p € m;, par
MO5.

Par MC4, puisque on vient de voir que ¢ ~¢p € m;, on a : LJO ~¢ € m;; or
m;Rm;, donc § ~¢ € m;, i.e. ~Op € m; et donc, par MC2, Oy ¢ m;.

Donc, par contraposition, si yp € m;, ¢ € my, d’ou, par def. de R, m;Rmy,.
Réflexivité par T.

R est donc euclidienne et réflexive, d’ou il suit (euclidienne + réflexive = équi-
valence) que R est une relation d’équivalence.

6. Soit le systéme K + G (formule de Geach : O0p = O0p).

On démontre que la relation du modéle canonique de K + G, est "incestueuse"
(ou "convergente").

Soit m; Rm; et m;Rmy, ; & démontrer : il existe my,, tel que m;Rmy, et myRmy,.
Il faut donc démontrer qu’il existe un maximal consistant, my,, incluant aussi
bien [0*(m;) que O0*(my,) et qui est donc accessible de m; et de my, en vertu de
la définition de R; autrement dit, on doit démontrer qu’il existe my, tel que :
O (m;) U O*(mg) C my,.
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Il suffit de démontrer que [0*(m;) U O"(my,) est consistant et peut donc, en
vertu de Lindenbaum, étre étendu & un maximal consistant.

Supposons que *(m;) U O*(my,) soit inconsistant ; on montre qu’alors my, est
inconsistant.

Si O(m;) U O%(my,) est inconsistant, alors il existe Oy, ..., Op, € m; et
Ui, ..., O, € my, tels que :

Fo ~{p1 Ao s Ao A LA LA U}

pour abréger on fait ® = p; A,... A @, et U =11 A,... A ¥y, ce qui précéde
s’écrit donc :

(1) Fa ~ (@A V)

On montre rapidement d’abord que O® € m; et OV € my, :
O, ...,0¢, € m; donc (MC3’), Oy A,...,A Op, € m; et par la loi de
distributivité "O/A" et MC4, O(¢1 A, ..., A @,) € m; et donc :

(2) OP € m; ; méme raisonnement pour (2’) : OV € my.

De plus on a la déduction suivante a partir de (1) :
l_G N((I) A\ \I/), le:

Fo (@ = ~ V), donc (régle dérivée R») :

Fo (00 = O ~V), ie. :

¢ (00 =~0).

Il en résulte par MC5 :
Comme (2) : O® € m;, et m;Rm;, on a :

En effet, on a le micro-lemme suivant : dans un modéle canonique, soit
mRm' et § € m’; alors 08 € m; si tel n’était pas le cas, autrement dit
si 08 ¢ m, alors, puisque m est maximal consistant, par MC2, on aurait
~ 08 € m, et donc, puisque mRm/’, ~0 € m’; m’ serait donc inconsistant.
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De plus la formule de Geach étant un axiome de K + G, O0® = OOP € m; ;
et comme (4) : OO0P € my, on a par MC4 : OOP € m; ; et puisque m; Rmy, :
Ob € my,.

Or (3) : 0® =~V € my, et donc par MC4 encore : ~O¥ € my, ce qui rend
my, inconsistant puisqu’on avait (2) : OV € my,.

En résumé, on a : si O0*(m;) UO* (my,) est inconsistant alors my, 'est également ;
or my, est consistant, donc :

0 (m;) U O*(my) est consistant.

0% (m;) UE*(my,) peut donc étre étendu & un maximal consistant, my, tel que :
O0*(m;) U O*(mg) € my, et donc O*(m;) C my, et O (my) C my,.

En conséquence, par définition de R : m;Rmy, et myRmy, cqfd.
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Deuxiéme partie

Logique modale quantifiée
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Chapitre 5

Sémantique

5.1 Remarques préliminaires

Le langage pour la modale quantifiée est un langage du premier ordre habituel
auquel on ajoute les opérateurs modaux. Les régles de formation ne posant aucun
probléme particulier, on ne les répétera pas ici.

Un systéme axiomatique pour la modale quantifiée est obtenu par extension des
systémes K - S5 de la modale propositionnelle. On admet que toute instance (dans
le langage du premier ordre) d’une thése d’un de ces systémes est un axiome pour le

systéme correspondant de modale quantifiée. Pour le reste des axiomes, en particulier
pour l'axiome classique du premier ordre :

Volz] = oly] !,

toutes sortes de questions se posent. On ne les envisagera (partiellement) qu’a la fin
de ce fascicule (voir section 6.4, p. 126).

On devrait également ajouter la régle de généralisation :
- G :Sik g, alors F V.

Mais la encore des problémes se posent.

1. Avec y libre pour z dans .

89
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On n’étudiera pas ces systémes axiomatiques pour eux mémes : il est plus intéres-
sant et suggestif d’étudier la sémantique de la modale quantifiée pour faire apparaitre
les problémes - ils sont nombreux! - que pose cette logique et les choix (plus méta-
physiques que logiques) qu’il faut opérer.

5.2 Les grandes options

En premier ordre standard, pour attribuer une valeur de vérité a une formule de
L, il faut spécifier un domaine non-vide d’individus D, une interprétation des lettres
de prédicat (qui associe a chaque lettre de prédicat de degré n un sous-ensemble de
©(D)) et une interprétation des variables d’individu (qui associe & chaque variable
un élément de D).

Dans la perspective de la sémantique des "mondes possibles", les choses sont
évidemment plus compliquées, puisque ’on prend en considération plusieurs mondes
dans lesquels se trouvent des individus ayant telles et telles propriétés et entretenant
telles et telles relations entre eux. Cela pose un certain nombre de problémes et
contraint a faire des choix.

5.2.1 L’identification trans-mondaine

Le premier probléme est le suivant : un méme individu peut-il se trouver dans
plusieurs "mondes possibles" 7 Si je dis que Sarkozy aurait pu perdre les élections, je
veux sans doute dire qu’il existe un monde m’ différent du monde actuel m, (au sens
aristotélicien d’"actuel") dans lequel le méme individu qui est actuellement président
de la République, ne l'est pas. Une des différences entre ces deux mondes, m’ et my,
est que dans le premier, I'individu Sarkozy n’a pas la propriété d’étre Président de
la République, alors que dans le second il posséde cette propriété. Cependant c’est
bien du méme individu que je prétends parler méme s’il a des propriétés différentes,
ou entretient des relations différentes a d’autres objets, d’'un monde a I’autre.

On pourrait évidemment objecter qu’il est absurde de parler d’'un méme individu
ayant des propriétés différentes, puisque le principe généralement admis de I'indiscer-
nabilité des identiques conduit, par contraposition, a admettre qu’avoir des propriétés
différentes, implique, pour des individus, qu’ils soient différents. C’est du reste pour-
quoi, Leibniz fait dire & Pallas que dans les divers mondes qu’elle s’appréte & montrer
a Théodore, les Sextus qu’il va voir ne seront que des "Sextus approchants" et non
le Sextus qu’il avait vu puisque "ce dernier porte toujours avec lui ce qu’il sera" 2.

2. Théodicée §414, p. 376 de I'édition Jalabert
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Outre la difficulté leibnizienne qui tient & sa conception de ce qu’est la "notion
d’une substance individuelle" et donc & sa théorie de la substance, 1'idée que c’est
bien du méme individu Sarkozy que je parle lorsque j’évoque la possibilité qu’il ait
perdu les élections, pose le redoutable probléme de ce que 'on appelle "l'identité
trans-mondaine". En effet, supposons deux individus, disons Chirac et Sarkozy, se
trouvant dans le monde actuel; on pourrait admettre qu’il est possible que Chirac
soit petit et Sarkozy grand, puis que Sarkozy, grand, apprécie les arts de Chine et
du Japon et que Chirac, petit, n’ait jamais ouvert un livre, que etc. autrement dit
que les deux individus échangent toutes leurs propriétés de telle sorte que dans un
monde possible Sarkozy ait toutes les propriétés de Chirac et inversement, Chirac
toutes celles de Sarkozy. Y-a-t il encore sens a dire que le Sarkozy chiraquisé est le
méme Sarkozy que celui qui se trouve dans le monde actuel 73

Le petit (David) Lewis répondait a ces difficultés par sa théorie des "répliques"
(ou "contreparties", traduit-on parfois) : d'un monde & l'autre on ne trouve pas le
méme individu, mais seulement des individus qui se "ressemblent" suffisamment pour
que 1'un puisse, dans le monde dans lequel il se trouve, tenir & peu preés la place que
I’autre a dans son monde ; mais cela suppose que 'on admette entre les "répliques"
une relation qui n’est pas une relation d’équivalence et qui est difficile & manier .

Comme on le verra bientdt la sémantique standard pour la modale quantifiée ne
poursuit pas le long de cette ligne mais admet que ’on peut avoir affaire aux mémes
individus d’un monde & 'autre, au nom du fait que si je dis que Sarkozy pourrait ne
pas avoir gagné les élections, c’est bien de Sarkozy lui-méme qu’il s’agit, et non pas
d’un autre individu qui lui ressemblerait mais ne serait pas lui. Kripke exprime cette
idée de la maniére suivante : "[Selon la théorie de Lewis| si nous disons : " Hum-
phrey aurait pu gagner les élections (sil avait fait ceci ou cela)", nous ne parlons pas
de quelque chose qui aurait pu arriver a Humphrey, mais a quelqu'un d’autre, une
réplique. Il est toutefois probable qu’aux yeux de Humphrey le fait que quelqu’un

3. Cest, trés trés résumé, la difficulté que soulevait R. M. Chisholm en 1967 dans son article
"Tdentity through possible worlds : some questions"

4. cf. par ex. D. Lewis, Counterfactual, Oxford, B. Blaxwell, 1973, p. 30-43. Dans son article
de 1968, "Counterpart Theory and quantified modal logic" (The Journal of Philosophy, 1968, vol.
65, p. 113-126), Lewis caractérisait ainsi une réplique : "La ou quelqu’un dirait que vous étes
dans différents mondes, dans lesquels vous avez des propriétés quelque peu différentes et que des
choses quelque peu différentes vous arrivent, je préfére dire que vous étes dans le monde actuel et
dans aucun autre, mais que vous avez des répliques dans divers autres mondes. Vos répliques vous
ressemblent beaucoup en ce qui concerne vos propriétés importantes et votre environnement. Elles
vous ressemblent plus que ne vous ressemble quoi que ce soit d’autre dans leur monde. Mais elle ne
sont pas réellement vous."
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d’autre aurait été victorieux dans un autre monde possible ne présente strictement
aucun intérét, quelle que soit la ressemblance entre cet autre et lui."®

Nous admettrons donc que I’élément du domaine qui interpréte une variable peut
se trouver en divers mondes simultanément. Insistons cependant sur le fait que méme
si cela peut sembler plus intuitif, cela n’est pas sans poser de redoutables difficultés
dont celle de I'identification trans-mondaine n’est que la plus amusante. Disons qu’il
s’agit d’une convention.

5.2.2 Possibilisme vs actualisme.

Deuxiéme probléme : on rencontre des situations dans lesquelles nous aimerions
pouvoir dire non seulement qu’'un individu que 'on trouve dans le monde actuel a,
ou n’a pas, une propriété qu’il n’a pas, ou a, dans autre monde, mais encore qu’un
individu, par ex. Pégase, que 1’on ne trouve pas dans le monde actuel, se trouve dans
un autre monde ; ou encore qu’'un individu, par ex. Sarkozy, que I'on trouve dans le
monde actuel ne se trouve pas dans un autre monde.

Le "discours modal" a donc deux dimensions : évoquer la possibilité pour un
individu d’avoir ou non une propriété selon le monde dans lequel il se trouve ; évoquer
la possibilité pour un individu de se trouver dans un, ou des, mondes, mais pas dans
d’autres.

La question est alors : le domaine des valeurs que peuvent prendre les variables
quantifiées (le domaine de quantification) doit-il étre restreint au monde dans lequel
on évalue une formule, ou bien s’étend-il a I’ensemble des objets qui se trouvent dans
un monde ou un autre ? Cela revient, dans le premier cas a ce qu'une formule de la
forme 3z P(x), par ex., n’est vraie dans un monde que si, dans ce monde, se trouve un
objet a qui a la propriété qui interpréte la lettre de prédicat P ; elle est fausse sinon,
méme si dans un autre monde se trouve un objet a’ qui a la propriété en question ;
méme genre de chose pour les universelles.

Dans le second cas, le domaine de quantification est constitué de ’ensemble des
objets qui se trouvent dans un monde ou un autre; une existentielle, par ex., est
donc vraie dans un monde m a la seule condition que dans un monde quelconque,
que ce soit m ou un autre monde, on trouve un objet qui satisfasse la formule qui
est dans la portée du quantificateur.

5. La logique des moms propres, Paris éd. de Minuit, 1982, p. 33. Humphrey était le candidat
démocrate opposé a Nixon lors des élections présidentielles étatsuniennes de 1968.
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La premiére branche de l'alternative revient & adopter un point de vue "actua-
liste" : seul "existe" dans un monde ce qui se trouve dans ce monde et rien d’autre
c’est pourquoi les quantificateurs ne peuvent porter que sur ce qui se trouve dans
ce méme monde. La seconde revient & adopter un point de vue "possibiliste" : on
ne fait pas de distinction entre I'actuel et le possible, entre Pégase et Sarkozy et les
quantificateurs portent sur tout ce qui se trouve dans I’'un ou ’autre des mondes.

Comme on va le voir, a I'un ou 'autre de ces points de vue, correspondent des
sémantiques & peu prés, mais pas également, raisonnables. Toutefois, il faut encore
faire un choix car le point de vue actualiste présente une difficulté particuliére :
soit une formule ouverte comme "x est voyageur intrépide" ; si I'on interpréte x par
"Ulysse", on obtient la proposition "Ulysse est un voyageur intrépide". Si I’on admet,
ce qui semble raisonnable, qu'Ulysse ne se trouve pas dans notre monde, peut-on
évaluer une telle proposition dans notre monde ? Comme on sait, cela a fait 'objet
d’innombrables discussions : Frege pensait qu'une telle proposition n’avait pas de
valeur de vérité, alors que, réinterprétée a la lumiére de la théorie des descriptions, elle
est simplement fausse pour Russell. Dans le contexte de la logique modale quantifiée,
la position de Frege reviendrait a admettre que pour certaines interprétations des
variables, une formule peut n’étre ni vraie ni fausse dans tel ou tel monde; ce qui
fait, d’une certaine fagon, sortir du cadre de la bivalence et va directement a ’encontre
de ce que l'on fait en modale propositionnelle puisque 'on y admet que, dans tout
monde, toute proposition a une valeur de vérité déterminée.

Il semble donc plus expédient d’admettre que, méme si Ulysse ne se trouve pas
dans notre monde (et ne peut donc appartenir au domaine de quantification relati-
vement a notre monde, dans la perspective actualiste), il est vrai ou faux, dans notre
monde, qu’il est un grand voyageur. On admettra donc dans ce qui suit que dans
la perspective actualiste une proposition comme "Ulysse est un voyageur intrépide"
a une valeur de vérité dans tous les mondes, méme dans ceux dans lesquels il ne se
trouve pas®.

Il reste donc deux possibilités que I'on va explorer rapidement dans ce qui suit :
— actualisme : les quantificateurs ne portent que sur les objets qui appartiennent

au monde dans lequel on évalue une formule, mais une variable libre peut-étre
interprétée par un objet d’'un monde quelconque et la formule dans laquelle

6. Cela peut évidemment sembler philosophiquement suspect; se souvenir du vieux Platon :
"Le discours est forcément, dés qu'il est, discours sur quelque sujet ; qu’il ne le soit sur rien, c’est
impossible", Sophiste 262 e.
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cette variable figure a une valeur de vérité dans tous les mondes et pour toute
interprétation de la variable. Les modéles sont dits, dans ce cas, a "domaine
variable".

— possibilisme : un seul domaine de quantification. Les modéles sont dit alors
a "domaine constant".

On va voir que selon que I'on adopte 1'une ou 'autre de ces deux possibilités, on
est entrainé a admettre ou a rejeter la validité de certaines formules cruciales, les
formules dites "de Barcan" : "VxOPx = [VxPx” ou ”Qdx Px = JxQPx”, ainsi que
leurs converses.

5.3 Modéles et régles d’évaluation des formules

5.3.1 Définition d’un modéle a "domaine constant"

Les idées qui président a la définition d’un modéle pour la modale quantifiée sont
les mémes que celles qui étaient a ’ocuvre pour la modale propositionnelle : pour faire
face a la difficulté que pose le caractére non vérifonctionnel des opérateurs modaux,
on admet un ensemble de mondes dans chacun desquels on évalue "classiquement"
les formules ; sur cet ensemble est définie une relation d’accessibilité, ce qui permet
de définir la vérité dans un monde m d’une formule de la forme Uy par le fait que ¢
est vraie dans tous les mondes accessibles de m et celle d’une formule de la forme (¢
par le fait que ¢ est vraie dans au moins un monde accessible de m. Bien entendu,
certaines modifications doivent étre introduites pour tenir compte de la structure
plus complexe des formules du langage pour la modale quantifiée.

Un cadre en modale propositionnelle est une paire : < M, R >, avec M, ensemble
de mondes et R, relation d’accessibilité définie sur M. En ler ordre (& "domaine
constant"), on étend la notion de cadre en y incluant la donnée d’un domaine d’objets
unique ("domaine constant"), D, identique pour tous les mondes. Un cadre étendu
est donc un triplet : < M, R, D >.

Pour obtenir un modéle, il faut préciser quelle est I'interprétation des lettres de
prédicat. Pour cela, il faut indiquer, pour une lettre de prédicat P* & n places (ce
que l'on indique en exposant de la lettre P/"), quel sous-ensemble de D™ I'interpréte
dans chaque monde. Pour cela on définit une fonction I : P x M — |J D", avec
P, ensemble des lettres de prédicat, M ensemble des mondes et | J D™ union des
puissances de D, i.e. : D' U D?>U---U D"... Cette fonction associe & une lettre
de prédicat a n places et un monde, un sous ensemble de D", autrement dit, pour
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chaque P! € P et chaque m; € M, I({(P",m;)) C D™.

Supposons par ex. que 1'on ait :

— M = {my,ma, mz} et

- D ={a,b,c}

On pourrait alors avoir pour une lettre de prédicat P? et le monde m3 quelque
chose comme : I({(P? m3)) = {< b,c >,< ¢,a >}, ce que signifie intuitivement que
P? est interprétée par une relation a deux places qu’entretiennent b et ¢, ainsi que ¢
et a dans le monde m3 (d’ou, par ex., P?(c, a) est vrai dans mgy). Mais, pour la méme
lettre de prédicat et le monde mq, on pourrait avoir : I({P?,m3)) = 0, i.e. dans my,
rien n’entretient avec rien cette méme relation.

On définit donc un modéle M par un quadruplet : < M, R, D, I >, avec :

— M, ensemble de mondes,

R, relation d’accessibilité sur M,

D, domaine d’objets unique pour tous les mondes,
— I, interprétation des lettres de prédicat.

Cependant, comme on sait, cela ne suffit pour évaluer une formule de £ dans
un monde; il faut également interpréter les variables et ajouter, pour ce faire une
nouvelle fonction qui va de ’ensemble V' des variables d’individu vers D, le domaine
dumodele : i :V — D7,

Convention terminologique : soit ¢ : V' — D et x une variable quelconque ; on
dit que Uinterprétation j : V' — D est "z-variante de i" si elle ne différe de ¢
que par la valeur donnée & x. On admet, en outre, qu'une interprétation est
z-variante d’elle méme.

On peut maintenant définir ce que veut dire pour une formule ¢ de £ d’étre vraie
dans un modéle M, dans un monde m; € M, pour une interprétation ¢ des variables
d’individu, ce que ’on note : M, m; E; 8.

7. On remarquera que la définition d’'un modéle en modale quantifiée se distingue de celle en
modale propositionnelle en ce que, dans le premier cas, la définition d’un modéle M, n’incorporant
pas linterprétation des variables d’individu, ne permet pas d’évaluer les formules de £ dans les
mondes de M, contrairement a ce qui est le cas en modale propositionnelle. Cela n’est que de pure
commodité et est sans importance logique.

8. Dans ce qui suit, on admet que lorsque le modeéle est fixé, on omet de le mentionner et on
écrit simplement : m; F; ¢.
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5.3.2 Régles pour I’évaluation d’une formule ; validité(s)

Soit M un modéle quelconque, m; un élément de M, ¢ une interprétation des
variables d’individu de £ et ¢ une formule de L. Les régles pour évaluer ¢ dans m;
pour l'interprétation ¢ sont les suivantes :

1. ¢, formule atomique, est de la forme P(z4,...,x,), alors :
mj ;o ssi < i(xy),...,i(x,) > € I((P,my)).
2. ¢ est de la forme ~ 1), alors :
m; F; o ssimj ¥ .
3. ¢ est de la forme 1 A 6, alors :
m; F; o ssim; F; et my ;0.
4. ¢ est de la forme [, alors :
m; F; ¢ ssi pour tout monde my, tel que m;Rmy,, my, =; 1.
5. ¢ est de la forme (1, alors :
m; F; ¢ ssi pour au moins un monde my, tel que m;Rmy,, my F; 1.
6. ¢ est de la forme Vi), alors :
m; F; ¢ ssi pour toute interprétation ¢, z-variante de i, m; Fy 1.
7. ¢ est de la forme dze), alors :

m; F; ¢ ssi pour au moins une interprétation ¢, x-variante de ¢,

Rappel : lorsque la formule ¢ est close, la valeur de vérité de ¢ dans un monde
ne dépend pas de 'interprétation ¢ et I'on peut donc écrire simplement : m; F ¢.

On définit maintenant les notions de validité dans un modéle, dans un cadre et
dans une classe de cadre :

— Une formule ¢ est valide dans un modéle M =< M, R, D, I > ssi M,m FE; ¢
pour tout monde m € M et toute interprétation ¢ des variables d’individu.
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— Une formule est valide dans un cadre F' =< M, R, D > ssi ¢ est valide dans
tous les modéles fondés sur F'.

— Une formule est valide dans une classe de cadres C ssi ¢ est valide dans tous
les cadres F' € C.

Exemples d’évaluation

1. Soit la formule : Yz Px = OVxPx?, et le modéle M tel que :
- M = {ml,mg,mg},
- R={<my,me >, <my,ms >},
- D ={a,b},
= I((P,my)) =0, I((P,mg)) = {a}, I({P,m3)) = {b}.

Il est inutile de préciser une interprétation ¢ particuliére puisque ¢ est close.

On va montrer : m; ¥; ¢, pour i quelconque. On remarque au préalable qu’il
n’existe que deux interprétations z-variantes de i : i'(z) = a et "(x) = b

(a) my E; Ve Pux.
— mgy Fy Px, puisque ¢'(x) = a et que a € I((P,ms)); donc m; Fy O Pz,
puisque miRms.
— mg Ey Px, puisque i"(x) = b et que b € I({P,mg)); donc my F;» OPx,
puisque mi Rmsg.

Comme il n’y a pas d’autres interprétations x-variantes de ¢, on en tire :

(b) my ¥; OVxPz.
Pour évaluer une formule de la forme ¢, dans un monde m il faut évaluer
¢ dans tous les mondes accessibles de m : si dans un de ces mondes ¢ est
vraie, alors Q est vraie dans m, fausse sinon. Dans le cas présent, m ne
"voit" que deux mondes et on a :

— mgy ¥; YxPx : en effet, puisque i"(z) = b et que b ¢ I((P,ms)), on a
me By Px, et

9. On admet que "P" est une lettre de prédicat & une place, sans 'indiquer par un exposant ;
méme chose par la suite.
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— mg ¥; VxPx : en effet, puisque i'(z) = a et que a ¢ I((P,m3)), on a
ms #i’ Px.

Comme m; ne voit que moy et ms, m; ne voit aucun monde dans lequel
VaxPx est vraie et donc : mq ¥; OVzPx.

Il résulte de (a) et (b) que 'on a : my ¥; Ve Px = QVaxPx, ou si 'on veut :
my EVeOPr = OV Px.

Il est facile de voir que si 'on définit I de telle sorte que 1'on ait, par ex. :
I((P,m3)) ={a,b}, la formule Vo Pxr = QOVrPx est vraie dans m;.

En effet, on a alors, en vertu de la nouvelle défintion de I, m3 F; VxPx et donc
my F; OVrPx. Comme 'antécédent reste vrai dans mq, la formule est donc
vraie dans m;.

. Considérons maintenant la converse de la formule précédente, c’est a dire :

OVr Px = VxOPx.

On va montrer que cette formule est valide dans tout modéle & domaine constant ;
ce qui est assez intuitif. Supposons le domaine des hommes : s’il est possible
que tous les hommes soient honnétes (hypothése certes extravagante!), cela im-
plique certainement que chaque homme puisse étre honnéte (ce qui est certes
faire preuve d’optimisme, mais qui ne semble pas absurde) ; alors qu’il semble
clair que ce n’est pas parce que chaque homme peut étre honnéte (méme si de
fait il ne 'est pas, bien stir), qu’il est possible que tous puissent 1’étre simulta-
nément °.

Pour montrer la validité de I'implication, on montre que si, dans un modéle
quelconque (M), dans un monde quelconque (m;) et pour une interprétation
quelconque (7), Pantécédent de l'implication est vrai, alors le conséquent 'est
également.

Supposons donc : m; F; OVaPx.

10. On remarquera que la langue ordinaire est mal a ’aise avec ce jeu entre modalité et quan-

tificateur, ce qui a conduit ici & écrire ici :

" ...que chaque homme puisse étre honnéte", plutot

que " ...que tous les hommes puissent étre honnétes". Il n’est pas certain en effet qu’'un locuteur
standard fasse la distinction entre : "il est possible que tous les hommes soient honnétes" et "tous
les hommes peuvent étre honnétes" ; il sera alors amené a ne pas saisir que l'implication vaut dans
un sens mais pas dans 'autre ; d’ot I'importance de disposer d’un symbolisme clair!!
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Cela signifie qu’il existe au moins un monde my, tel que m;Rmy, avec :
my E; Ve Px.

Donc pour toute interprétation 7', x-variante de i, on a :
my ':i’ Px.

Mais comme m;Rmy, cela signifie que pour toute interprétation ¢’, z-variante
de 7, on a :

m; ':i’ <>P.I‘,
et donc que que 'on a :
m; F; VO P.

Il en résulte que l'on a : m; F; OVePr = Vo Px; et comme M, m; et ¢ étaient
quelconques, cela vaut pour tout modeéle, tout monde et toute interprétation.

On notera que la démonstration précédente ne suppose aucune propriété particu-
liére de la relation R du modéle; ce qui correspond donc a la sémantique au systéme
K. On peut donc dire que la formule ci-dessus est K-valide.

La premiére formule que I'on vient d’examiner n’est pas K-valide, ce qui signifie
que l'on ne peut passer de VxQ Pz (ou plus généralement : VaQplz]), & OV Pz (ou
plus généralement : OVrplz]); alors que la validité de la deuxiéme formule signifie
que 'on peut aller dans 'autre direction.

Comme on s’en doute, les mémes constations peuvent étre faites s’agissant des
combinaisons "[/3", mais dans l'autre sens : les formules de la forme Jz0p[z] =
O3z p[z] sont K-valides, mais pas celles de la forme O3z¢[x] = Jx0p[z] (en suppo-
sant toujours des modéles & domaine constant, bien évidemment). On pourra s’amu-
ser a le démontrer.

5.3.3 Les formules de Barcan

Les formules de Barcan universelles sont de la forme : VzOp|z] = OVzp[z] .

11. p[z] : "z" a éventuellement une occurrence libre dans . Pour simplifier, mais sans perte de
généralité, nous envisagerons le cas particulier de la formule : VxOPzx = OVaxPz. Ces formules
doivent leur nom a la logicienne étatsunienne Ruth Barcan-Marcus (maintenant Ruth Marcus) qui
avait introduit, dans son systéme de modale quantifié publié en 1946 ("A Functional Calculus of
First Order Based on Strict Implication", Journal of Symbolic Logic, vol 11, n°1, p. 1-16), le schéma
d’axiome : ¢Fzp[z] < Jxdplz], "<" étant le symbole pour 'implication stricte de Lewis, ce qui



100 CHAPITRE 5. SEMANTIQUE

Ces formules (et leur répondant en terme de ¢ et 3) sont particuliérement célébres
et furent au coeur des discussions dans les année 40-50 sur la modale quantifiée.

Une formule comme Vzx[OPz = [OVzPx peut sembler exprimer une "intuition
modale" généralement partagée, que Carnap présentait ainsi : supposons, en effet,
un domaine fini {ay,...,a,}; Pantécédent de I'implication peut étre réécrit sous la
forme d’une conjonction : OPay A --- A OPa, et par distributivité /A, on aura :
O(Pay A -+ A Pa,,), et donc en retranscrivant la conjonction dans la parenthése en
terme d’universel, on aura : [IVx Px, ce qui est bien le conséquent. On peut, du reste,
renverser ce micro raisonnement et démontrer ainsi la converse de 'implication. L’ex-
tension a un domaine infini ne semblant pas poser de probléme, Carnap, en concluait,
dans son premier article sur la modale quantifiée "Modalities and Quantification" (p.
37-38) 12 que les deux formules Va(OPx et (OVz Pz étaient équivalentes (ou, si 'on
veut que Ve[OPz < OVa Pr était valide) et que O et V pouvaient échanger leur place
librement.

On peut exprimer cette "intuition modale" de la maniére (philosophiquement
dangereuse!) suivante : une formule de la forme CJPa (a constante) peut se lire : a
est nécessairement P, ce qui en langage aritotélicien revient a dire que la propriété
désignée par P est une propriété "essentielle" de a'?; par extension, une formule
comme "Vx[OPz" se lit : P désigne une propriété "essentielle" de tous les objets qui
sont dans le domaine (par ex. de tous les hommes), une propriété qu’aucun d’entre
eux ne peut manquer d’avoir. Si tel est le cas il est alors nécessaire que tous les
hommes, par ex., aient cette propriété, ce qui se transcrit par : "CVz Px".

Inversement, on peut admettre que s’il est nécessaire que tous les hommes aient

revient & : O[0Jzp = Fzdyp] et est obtenue simplement, dans les systémes normaux, par application
de la régle de nécessitation sur la Barcan existentielle. Elle déduisait facilement dans son systéme
les autres formules.

12.  Journal of Symbolic Logic, 1946, vol 11, n°2, p. 33-64, n° suivant celui dans lequel fut publié
Particle de R. Barcan-Marcus, cité précédemment ; cf. également Meaning and Necessity (1947) §40,
p. 178-179

13. C’était du reste, rappelons-le, pour formaliser cette notion de "propriété essentielle" qu’Aris-
tote avait élaboré sa logique modale ; c’est ainsi qu’il déclarait en ouverture du chap. 8 des Premiers
Analytiques : "Puisqu’il y a une différence entre 'attribution simple, ’attribution nécessaire et 1’at-
tribution contingente (car beaucoup de choses appartiennent certes & d’autres choses, mais non
nécessairement, ni simplement, mais peuvent seulement appartenir), il est évident qu’il y aura des
syllogismes différents pour chacune de ces attributions...". C’est ce qui fait le caractére hautement
suspect de la modale quantifiée : depuis Locke (Essai sur I’E. H., Livre 111, chap. 6, § 4-6, en parti-
culier), la notion de "propriété essentielle" est largement disqualifiée!! Si Carnap, qui ne peut étre
soupgonné de donner dans 1""essentialisme", accepte ces formules, c’est qu’il restreint le "nécessaire"
au "logiquement valide".
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telle ou telle propriété (ce qui revient a dire qu’il est impossible que 'un d’entre
eux n’ait pas cette propriété : ~ Qdr ~ Px), alors c’est qu'il s’agit d’une propriété
essentielle de chacun d’entre eux.

On va voir que le sort des formules de Barcan est 1ié au choix des sémantiques
adoptées : elles sont valides dans les modéles & domaine constant, mais pas dans les
modeéles & domaine variable. Du point de vue axiomatique, elles ne sont pas déduc-
tibles dans un systéme axiomatique pour la modale quantifiée "ordinaire" (corres-
pondant a la sémantique & domaine constant) ', mais leurs converses le sont, si 1'on
admet un usage suspect des régles N et G ; on verra plus loin les problémes que cela
pose (voir section 6.4, p. 126). Pour l'instant, on va montrer leur validité dans les
modéles & domaine constant.

Soit donc la formule V2OPx = [OVxPxz, M un modele quelconque, m; € M
un monde quelconque et 7 une interprétation quelconque. Comme précédemment, on
suppose m; F; Vel1Pz et on montre qu’alors on a : m; &; LIVz Px.

1. si m; F; VeOPx, alors pour toute 7', z-variante de 7 on a :
m; Fy OPx, et donc :
(A) : pour tout my tel que m;Rmy, et tout ¢/, z-variante de ¢, on a :
my ':i’ Px.
2. (A) établit que dans tous les mondes, my, accessibles de m;, on a my, F; Vo Pz,
et donc on a :
m; F; OVxPx
Autre maniére de présenter les choses : Supposons m; ¥; OVxPzx.
Alors, il existe au moins un monde my, tel que m;Rmy, et my ¥; Vo Pz, et donc
il existe 4/, z-variante de i telle que my ¥, Pz, ce qui contredit (A).
On s’assurerait de la méme maniére que les Barcan existentielles de la forme :
— OJzplz] = Fxdy[z]
sont K-valides, ainsi que les converses de Barcan :
— OVayplz] = VaOp[z] (converses universelles)
— Jxdy|x] = OFxplz] (converses existentielles).

Si 'on conjoint ces résultats, on a donc , comme le soutenait Carnap :
— VaOep[z] & OVzp|z], et
— OFzplz] & Fxdp[z].

14. Sauf si I'on se met dans B, voir note 3, p. 128.
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5.3.4 De re, de dicto

De ce qui précéde, on tire que 'on peut librement permuter [J et V, ainsi que ¢
et d. La différence entre une formule comme [IVxPx dans laquelle il n’y a pas de
variable libre dans la portée de [J et une formule comme Vz[Px dans laquelle x est
libre dans la portée de [ est la suivante :

La premiére exprime qu’une certaine proposition est nécessairement vraie, i.e.
dans le jargon de la sémantique des mondes possibles, que la proposition Yx Px, par
ex., est vraie dans tous les mondes accessibles du monde d’évaluation ; elle est, dira-
t-on, de dicto ; ce qui veut dire que I'opérateur porte sur la proposition entiére, dont
on dit qu’elle est "toujours", "partout", etc. vraie.

La seconde exprime que toutes les choses (qui sont dans le domaine) ont, pour
reprendre le vocabulaire dangereux ci-dessus, une propriété essentielle, une propriété
qu’elles ne peuvent manquer d’avoir ; on voit qu’alors ce sont des choses en question,
qu’il est dit quelque chose ; ce pourquoi on dira qu’une proposition de ce genre, dans
laquelle, donc, il y a des variables libres dans la portée de [J (ou de ¢), est de re

Les équivalences ci-dessus établissent alors que s’agissant des couples J/V et ¢/3,
il n’y a pas a distinguer entre de dicto et de re, si I'on est "possibiliste".

Par contre, on a vu précédemment que Ve Px = OVrPx et dxPx = dx200Px
ne sont pas K-valides : il en résulte que 'on ne peut permuter impunément ¢ et V,
pas plus que [J et 3, ce qui veut donc dire que, dans ces cas, les formules de dicto et
de re ne sont pas K-équivalentes. Plus généralement, on va montrer que dans aucun
systéme de logique modale, on a, pour toute formule, I’équivalence de dicto / de re.

On montre qu’il existe un S5-modéle dans lequel la formule dz1Px n’a pas d’équi-
valent de dicto.

On montre d’abord qu’il existe deux S5-modéles fondés sur un méme cadre étendu
< M, R, D > qui ne sont distinguables par aucune formule de dicto dans un monde
(au sens ot une formule dicto serait, dans un méme monde, vraie dans I'un des mo-
deéles mais fausse dans 'autre).

Soit le cadre < M, R, D >, avec :

- M= {mlamQ}v
— R= M x M, ie. R est universelle,
— D ={a,b}

1. Le modéle M est caractérisé par l'interprétation I; définie comme suit :
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— I;({Q,m)) = 0 pour tout autre lettre de prédicat @ et tout monde m.

2. Le modeéle M, est caractérisé par 'interprétation I, définie comme suit :

= L((P,my)) = {a}
= L((P,mg)) = {b}
~ I,({Q,m)) = 0 pour tout autre lettre de prédicat @ et tout monde m.

On démontre que quelle que soit ¢ de dicto et quelle que soit I'interprétation i :
1. My,mq E; 9 ssi Mo, my E; ¢
2. Ml,mg ':z "(/} ssi MQ,TTLQ ':z* "Lp

Etant donné une interprétation i, i* est définie par : i*(x) # i(x), ce qui revient
- sii(x) = a alors i*(z) = b et si i(x) = b alors i*(z) = a.

Remarque : puisque les deux modéles sont fondés sur le méme cadre étendu, on a les
mémes interprétations ¢ dans les deux modéles.

Par récurrence sur le degré de .
1. 1 est de degré 0 et de la forme :

(a) Q"(z1,...,x,) : immédiat : ¢ est fausse dans tous les mondes des deux
modéles et pour toute interprétation.

(b) P(z), alors :
i My,myF; P(z) ssi i(z) € L((Pymy)) ssi i(z) =a ssi i(x) €
L((P,my)) ssi Msy,myF; P(x)
. My,mo F; P(x) ssi i(z) € [({(P,mg)) ssi i(x) =a ssi i*(x) =0
ssi i*(x) € I((P,mg)) ssi My, mg Ei P(x).

Hypotheése de récurrence : vrai jusqu’a n — 1.
2. 1 de degré n et de la forme ~6 ou 6 A X\ : comme toujours.
3. 1 de degré n et de la forme Va6

Comme v est de dicto, 6 l'est également et donc il n’y a pas de variable
libre dans la portée d’un opérateur [ ou ¢ ; donc, ici, = n’est pas libre
dans la portée d’un opérateur.

15. On admet que la lettre de prédicat P est a une place.
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Mqi,mq E; Vb ssi

M, mq E; 0, pour toute ¢ z-variante de ¢ ssi (hyp. de rec.)
Mo, my Ey 0, pour toute i’ x-variante de i ssi

Mo, my E; Vb,

Pour la deuxiéme équivalence, les choses sont un peu plus délicates.
Il faut au préalable noter qu’étant donné une interprétation 7, & toute
étoile d’une z-variante i/ de ¢, i'*, correspond une et une seule z-
variante de i*, i*’. Soit, par ex. l'interprétation i(z) = a.

Tout d’abord, on a i*(x) = b et seulement deux z-variantes de i* :
(1) ' (z) =aet (2) ¥ (z)=b

D’un autre coté, il n’y a que deux z-variantes de i : i'(z) = a et

i"(x) = b dont les formes étoilées sont donc :

i"*(x) = b, ce qui correspond a (2) et

i"*(x) = a, ce qui correspond a (1).

On voit facilement qu’il n’y a pas d’autres possibilités.

Méme chose si i(x) = b. Il faut donc prendre garde dans la démons-
tration ci-dessous au passage de i"* a i*' (souligné), d’ou :

Mi,mg E; Vb ssi
M, my E; 0 pour toute ¢/, z-variante de ¢ ssi  (hyp. de rec.)
Mo, makF+0, pour toute ¢/, x-variante de 7 ssi
s . . .
M, mokF,.. 0 pour toute ¢*, x-variante de 7* ssi

MQ, mo ':i* V6.

4. 1 de degré n et de la forme [16.

— Comme 16 est de dicto, 0 est close et donc 'interprétation ¢ est indifférente.
— Comme R est universelle, pour que [Jf soit vraie dans un monde, m; ou mo,

il faut que @ soit vraie aussi bien dans m; que dans ma. i.e.

M, mEOA ssi M,miE60 et M,myE0

Il résulte de ce qui précéde que lorsque [0 est vraie dans un monde, elle est
vraie dans l'autre, quelle que soit l'interprétation considérée; ce qui donne le
résultat immeédiatement.
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Plus en détail, cela donne, pour une interprétation ¢ quelconque :

(a) My,mqF; 00 ssi
My,my ;0 et My,myF; 0 ssi (hyp. de rec.)
My, my E; 0 et My, moF;+0 ssi (interprétation indifférente)
Ma,my ;i 0 et Mo, moF0 ssi
Mo, mq E; 6.
(b) My, mg ;00 ssi
My ,mq E; 0 et My,mgoE; 6 ssi (hyp. de rec.)
My, miEif et My, my Fi 6 ssi (interprétation indifférente)
My, miFi-0 et My, mo i 0 ssi
Mg,ml ':,* 016.

On montre maintenant que Jdx[1Px n’est Sh-équivalente a aucune de dicto.

Supposons 1, de dicto, et Sh-équivalente & Jx[OP(z), on devrait donc avoir en
particulier (puisque M; et My sont des S5-modéles), pour tout m € M et toute
interprétation ¢ :

- My,mE; F3z0P(x) ssi My, mFE; 1,

— Mo,mE; 3z0P(z) ssi My, mkE; 1.

Puisque v est supposée de dicto, on aurait, par le lemme précédent :

My, mq E; 1 ssi Mo, my F; 1), et donc :

My,my E; 3z0P(x) ssi
My, my F; ) ssi

My, mq E; 1) ssi

My, my E; Fz0P(x).

D’ou il résulterait que :
My,my E; F2z0P(x) ssi My, my E; Fz0P(x).

Or on a, d’une part : (1) My, my F; Jz0P(x), mais, d’autre part (2) : My, my ¥;
Jz0P(x) ; d’ou, contradiction.

Pour (1) : soit I’z-variante ¢'(x) = a, alors :

My, my Ey P(x) (puisque a € I;((P,m; ))), et



106 CHAPITRE 5. SEMANTIQUE

My, my Ey P(x) (puisque a € I;((P,my ))); donc :
My, my Ey OP(z), et donc :
./\/ll,ml ':z ELTDP(SL’)

Pour (2) :

- soit i'(z) = a, z-variante de i, alors :

Moy, mg ¥y P(x) (puisque a ¢ I((P,ma)), et donc

Ml, moy J“fi/ DP(ZL‘)

- soit i""(z) = b, z-variante de i, alors :

My, my By P(x) (puisque b ¢ I, ((P,m1)), et donc

Mg, my J“fi// Dp(ﬂj)

Comme il n’y a pas d’autres z-variantes de i, il n’existe donc pas d’z-variantes j
de 7, telle que :

My, my E; OP(x) et donc :

My, my ¥y Jx0OP(x).

I n’existe donc pas de formule de dicto S5-équivalente & 3z0P(x). On pourrait
paraphraser ce résultat en disant que la formule Jz0P(z) a détecté une différence
entre M et My qu’aucune formule de dicto ne peut repérer.

5.4 Arbres en modale quantifiée (4 domaine constant)

On reprend sans modification les régles pour la logique des propositions et les

régles pour la modale propositionnelle (voir section 3.1, p. 45), auxquelles on ajoute
les régles spécifiques pour les quantificateurs :

5.4.1 Reégles pour les quantificateurs.

- Régles V :
n.Vrp|x] n. ~3Jzplz]
n.e |a n. ~plal "a" constante déja introduite sur la branche
ou, & défaut, constante quelconque.
- Regles 3 :
n.Jp[z] n. ~Vap|x]

n.p|al n. ~ylal "a" constante nouvelle sur la branche.
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Remarque importante : il importerait d’utiliser les régles dans 1'ordre suivant :
régles pour les connecteurs, régles pour les opérateurs modaux (les régles ¢ avant les
régles 0J) et enfin régles pour les quantificateurs (les régles 3 avant les régles V).

5.4.2 Exemples d’arbres
1. 320[0Px = Vz2OPz| (dans T) :

1. ~3z0[0Pz = V2OPx] (1)
1. ~0[0Pa L vzOPz] (2)
1. ~[OPa ;i v2OPz] (3)

1. DP‘a (4)
1. vi‘mpx (5)
1. ND‘Pb (6)

|
1.1 ~Pb (7)

1.1 P‘a (8)

1. ~O[OPD :‘> VzOPz] (9)
1. ~[OPb :‘VxDPx] (10)
L. DP‘b (11)

1. NVxD‘Px (12)

|
1.1. Pb (13)
X
(13)/(7)

Explications : (2) sur (1) par régle "~ 3; (3) sur (2) par régle T'; (4), (5) sur (3) par régle
"~=": (6) sur (5) par régle "~V; (7) sur (6) par régle"~0"; (8) sur (4) par régle "0O";
(9) sur (1) par régle "~3"; (10) sur (9) par régle T'; (11), (12) sur (10) par régle "~ =" et
enfin (13) sur (11) par régle "0O0".

Remarques :

— Jusqu'a (8) aucune contradiction n’apparait, mais I'introduction de la nouvelle constante
b pour traiter (5) et obtenir (6), oblige & retraiter 'universelle (1); d’ou la prolongation
de Varbre (9) - (13).
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— Par souci de rapidité, on n’a pas traité la formule (12) qui aurait conduit & ouvrir un nou-
veau monde, dans lequel on aurait eu ~ Pc (par (12)), Pa (par (4)) et Pb (par (11)); mais
cela n’aurait pas eu d’incidence sur la fermeture de I’arbre qui provient de la contradiction
entre (13) et (7).

2. VeOPx = OVaxPx (dans K) :
1. ~(VzOPzx = QVxPzx) (1)

\
1. VzOPzx (2)

|
1. ~OVazPz (3)
\
1. OPa (4)
\
1.1. Pa (5)

|
1. ~VaPz (6)

1.1, ~Pb (7)
1. O]‘Db (8)
1.2. ]—"’b (9)

\
l.2. ~VaPzx (10)

\
l.2. ~Pc (11)
etc.

1
Explications : (2), (3) sur (1) par régle "~ ="; (4) sur (2) par régle "V"; (5) sur (4) par
régle "O"; (6) sur (3) par régle "~O"; (7) sur (6) par régle "~V"; (8) sur (2) par régle "V";
(9) sur (8) par régle "O"; (10) sur (2) par régle "~ " et enfin (11) sur (10) par régle "~V".

Remarque : on voit que arbre ne fermera pas puisque, lorsque ’on traite de nouveau (2) avec
la constante b introduite dans (7) pour traiter (6), on est obligé d’ouvrir un nouveau monde
par ¢, dans lequel on aura (10) (par (3)), qui oblige & introduire une nouvelle constante
¢ # b, ce qui obligerait & recommencer le méme cycle de traitement sans espoir d’aboutir a
une contradiction. L’arbre n’est cependant pas complet et I’on ne peut directement en tirer

que la formule initiale est satisfiable (!).

3. Réciproque de la précédente : OVaxPr = VaQPr (dans K) :
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1. ~{OVaxPzx = VzOPz} (1)
1. OVz Pz (2)
\
1. ~VzOPx (3)

|
1. ~OPa (4)

\
1.1. Vo Pz (5)

1.1. f"a (6)

\
1.1. ~Pa (7)

X
(7)/(6)

Explications : (2), (3) sur (1) par régle "~="; (4) sur (3) par régle "~V"; (5) sur (2) par
régle "O"; (6) sur (5) par régle"V" et enfin (7) sur (4) par régle "~O".

4. VzO(Px = Qx) = O(FzPr = JyQy) (dans K) :

1. ~{vVzO(Pz = Qz) = OE3xPz = JyQy)} (1)
1. VxD(Px‘é Qz) (2)
1. ND(HxPx‘:> JyQy) (3)

1.1. N(Ela:Px‘:> JyQy) (4)

\
1.1. 3z Pz (5)

\
L1 ~3yQy (6)

1.1. P‘a (7
\
1.1, ~Qa (8)
1. O(Pa :‘> Qa) (9)

1.1. Pa j‘ Qa (10)
11 ~Pa (11) 1.1 Qa (12)

X X
(1) /(7) (12)/(8)
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Explications : (2), (3) sur (1) par régle "~ ="; (4) sur (3) par régle "~0O"; (5), (6) sur (4)
par régle "~ ="; (7) sur (5) par régle "3"; (8) sur (6) par régle "~3"; (9) sur (2) par régle
"V; (1) sur (9) par régle "O" et enfin (11), (12) sur (10) par régle "=".

5. Les formules de Barcan (dans K)

(a) Barcan universelle : VaOPz = OVx Px.

1. ~(VzOPz = OVzPzx) (1)
\
1. v2OPz (2)

|
1. ~OVzPz (3)

|
1. ~VaPz (4)

\
1l.1. ~Pa (5)

1. DP‘a (6)

1.1. P‘a (7)

X
(7)/(5)

Explications : (2), (3) sur (1) par la régle "~ ="; (4) sur (3) par la régle "~O"; (5)
sur (4) par la régle "~V"; (6) sur (2) par la régle "V" et enfin (7) sur (6) par la régle
"O". Pour les arbres suivant, le lecteur reconstituera par lui-méme la démarche suivie.

(b) Barcan existentielle : O3z Pz = JxQPx

1. ~(0FxPzx = JxOPx) (1)
\
1. 0z Px (2)
\
1. ~3z0Px (3)

|
1.1. 3zPx (4)

1.1. P‘a (5)

\

1. ~QPa (6)
\

1.1. ~Pa (7)
X

(7)/(5)
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(c) Converse de Barcan universelle : OVz Pz = VaOPz.

1. ~(OVxPz = VzOPz) (1)
\
1. OVz Pz (2)

1. NVCEEPZ‘ (3)
1. ND‘Pa (4)
1.1. N‘Pa (5)
1.1. Vx‘P:c (6)

1.1. P‘a (7)
X

(M)/(5)
(d) Converse de Barcan existentielle : 320 Px = (JzPx.

1. ~(320Pz = 03zPz) (1)
1. HxO‘Px 2)
1. N()El‘xpx (3)
1. O}La (4)
11 Pa (5)

\
1l.a. ~3JzPzx (6)

|
1.1. ~Pa (7)

X
(7)/(5)
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Chapitre 6

Domaines variables

La seule différence formelle entre les modéles & domaine variable et les modéles a
domaine constant est relative a la définition du domaine et aux régles d’évaluation
des formules quantifiées. Plutot que d’admettre un domaine d’objets unique commun
a tous les mondes, on admet maintenant qu’a chaque monde correspond un domaine
d’objets qui lui est propre et qui n’est pas nécessairement identique a celui d’'un
autre monde. On admet alors qu'une existentielle, par ex., ne peut étre vraie dans
un monde que si, dans ce monde, il existe un objet qui satisfait la formule qui est
dans la portée du quantificateur; si tel n’est pas le cas, la formule est fausse dans ce
monde, méme §’il existe, dans un autre monde, un objet la satisfaisant.

Rappelons cependant que malgré cette variabilité des domaines, 'interprétation
des lettres de prédicats P" se fait de telle sorte que dans chaque monde, les formules
élémentaires de la forme P™(xy,...x,) sont vraies ou fausses, que les objets interpré-
tant les x1,...,x, "existent" ou n’"existent" pas dans le monde d’évaluation. Toute
formule élémentaire, et donc toute formule, a ainsi une valeur de vérité dans chacun
des mondes pour une interprétation des lettres de prédicat et une interprétation des
variables d’individu (ouf!).

6.1 Modéles & domaine variable, évaluation et vali-
dité

1. Modéles & domaine variable.

On reprend sans modification la définition donnée ci-dessus (voir section 5.3.1,

113
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p. 94) des modéles & domaine constant, sauf en ce qui concerne la définition
de D : au domaine unique D, se substitue un ensemble de domaines, chacun
étant relatif & un monde m; € M ; on note donc le domaine relatif & m; : D,,,.

Conformément a la remarque précédente, le domaine d’interprétation des va-
riables est I'union des D,,, : |J Dy, - que 'on note simplement D - et I'interpré-
tation des lettres de prédicat se fait, comme précédemment, par le biais d’une
fonction I qui va de 'ensemble des paires ordonnées : P x M vers 'union des
puissances de D : | J D", c’est a dire : [ : P x M — |J D", avec pour une lettre
de prédicat a n places, P"(z1,...,x,) : I((P",m;)) C D",

Moyennant ces re-définitions, un modeéle a domaine variable M est défini
comme un quadruplet : M =< M, R, D, [ >.

. Reégles d’évaluation dans un modele & domaine variable ; validité(s).

On reprend sans changement les régles valant pour les modeéles a domaine
constant (voir section 5.3.2, p. 96), sauf en ce qui concerne les régles pour les
quantificateurs qui maintenant s’énoncent (les changements sont soulignés) :

6’ ¢ est de la forme V), alors :

m; F; ¢ ssi pour toute interprétation ¢’, z-variante de i dans m;,

7" ¢ est de la forme dx), alors :

m; F; ¢ ssi pour au moins une interprétation ¢’, z-variante de ¢
dans mj, m; Fy 1.

La définition de la validité dans un modéle & domaine variable n’est plus exac-
tement la méme que celle de la validité dans un modéle & domaine constant ;
elle se formule ainsi :

Une formule est valide dans un modéle ssi elle est vraie dans chaque monde
m du modele, pour toute interprétation ¢ des variables d’individu telle que

i(x) € m, pour toute variable z (on abrégera en disant simplement que i est

une interprétation des variables dans m)?!.

1. La justification de cette modification sera fournie plus loin, voir section 6.4.3, p. 132
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Les définitions de "validité dans un cadre" et de "validité dans une classe de
cadre" restent inchangées (voir section 5.3.2, p.96).

6.1.1 Exemples d’évaluation dans un modéle & domaine va-
riable.

Les résultats les plus intéressants concernent évidemment les formules de Barcan.

1. Soit la Barcan universelle : VeOPx = [OVx Pz, et soit M le modéle suivant :

— M = {ml,mg},

- R={<my,ms >}

— Dy, : {a,b}; Dy, = {c,d},

~ I((P.ma)) = 0; I((P,m2)) = {a,b,c}

— 1 quelconque (puisque la Barcan universelle est close).

- M,my F; VeOPux.
En effet, il y a deux interprétations , i’ et i”, x-variantes de ¢ dans m; :
i'(x) =aeti"(x)=0b;or:
- M,my Ey Pz, puisque i (x) = a € I((P,m;)) et, comme my est le seul
monde tel que m; Rmo, M,my Ey OPx, et :
- M, my v Pz, puisque i"(xz) = b € I((P,m,)) et, comme my est le seul
monde tel que m;Rmo, M, my F; OPx.

Ainsi, pour toute interprétation j, z-variante de i dans m,, M, m; F; OPx;
donc : M, m; F; VxPx.

— Mais : M, my ¥; OVxPx.
En effet, il existe une interprétation ', x-variante de i dans msy ( & savoir :
i'(z) = d), telle que M, mg ¥ Px, puisque d ¢ I({P,ms)); donc, M, ms ¥;
VrPux.

Et comme mi;Rms, M, mq ¥; (OVxPx.

Il en résulte que : M, my ¥; VelPx = [VxPx.

2. Soit la Barcan existentielle : QdzPx = JxdPx, et soit M le modeéle suivant :
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- M = {ml,mg},

- R= {< mi, Mo >}

— Dy, :{a,b}; Dy, - {b,c,d},

= I((P.ma ) = 05 I({P,ms)) = {c}

— 1 quelconque (puisque la Barcan existentielle est close).

- M,my E; Oz Px.
En effet, il existe une interprétation i, z-variante de i dans my (& savoir
i'(x) = ¢), telle que M, my F; Px, puisque ¢ € I({P,my)); donc M, my F;
dxPux.

Et comme miRmo, M,my E; Oz Px.

- M,my ¥; JxOPx.
En effet, il y a deux interprétations, i’ et i”, z-variante de ¢ dans m, : i'(x) = a
et i"(x) =b; or:
— M,my ¥y Px, puisque i'(z) = a ¢ I({(P,m3)) et, comme my est le seul
monde tel que mi;Rmo, M, mq ¥y QPx, et :

— M,my By Px, puisque i"(x) = b ¢ I({P,my)) et, comme msy est le seul
monde tel que myRmo, M,mq ¥y OPuw.

Ainsi, pour aucune interprétation j, x-variante de ¢ dans my, M, m; F;
QPx; donc : M, my ¥; Fxl0Px.

Il en résulte que : M, mq ¥; OJdxPx = JxQPx.

Ces deux formules de Barcan ne sont donc pas K-valides dans la perspective
"actualiste" ; résultat que 'on peut étendre sans difficulté aux deux autres for-
mules de Barcan.

On montre de la méme fagon que la formule Ve Px = Vo) P qui est K-valide
comme on l’a vu plus haut (voir p. 98) si I'on adopte le point de vue "possibi-
liste", ne I'est plus dans la perspective "actualiste", ce qui vaut également de
la formule dz0Px = dxPx.

Soit en effet le modéle M, défini comme suit :
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— M = {ml,mg},

- R= {< mi, Mo >},

- Dm1 = {a}Qsz = {b7 C}>

— I((P,m1)) =0; I((P,mg)) = {b,c}.

— 1 quelconque (puisque la formule est close).

- M,my E; OVxPx
En effet, il n’y a que deux interprétations i’ et i”, x-variantes de i, dans msy,
i'(x) =beti"(x)=c;or:
— M, my Ey Pz, puisque i'(x)
— M, msy Ey Pz, puisque i ()
Donc M, my E; VzPx.
Et comme mqRmsy, M,mq E; OVrPx.

=be I((P,my)), et
=ce I((P,ms)).

— Mais : M, mq ¥; VxOPx
En effet, il n’y a qu’'une interprétation z-variante de i, dans mq, i'(z) = a;
or :
M, mg ¥y Px, puisque i'(z) = a ¢ I({P, my)) et comme my est le seul monde
tel que miRmgy, M,mq ¥y OPx.
Donc M, mq ¥y VO Px.

Il en résulte que : M, mq ¥; OVxPx = VxOPx.

6.2 Arbres en domaine variable.

1. Regles pour les quantificateurs en domaine variable.

Les seuls changements que 1'on introduit dans les régles pour la construction
des arbres que 'on a donné ci-dessus, concernent les régles pour les quantifica-
teurs. On convient dans ce qui suit d’indicer les constantes par le préfixe "n."
indiquant par 1a que la constante en question a été introduite lors du traitement
d’une formule ayant ce méme préfixe.

Les régles s’énoncent alors de la maniére suivante (les nouveautés sont souli-
gneées) :
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— Regles V, :
n.Yrp[z] n. ~Jzplz]
n.p [an] n. Ngo[an,] "a,." constante déja introduite sur la
branche ou, a défaut, constante
quelconque d’indice "n.".
— Regles 4, :
n.Jp[x] n. ~Vrplz|
n.gp[an] n. Ngo[an,] avec "a,." constante nouvelle sur la branche.

Il suit de ces régles que si une formule comme; 1. $dxPx doit étre traitée alors
qu’il n’y a encore, sur la branche aucune formule avec un préfixe de la forme
1.1, ou 1.2, etc., le résultat sera d’abord : 1.1. dzPx, puis : 1.1. Pay, . Alors
que, dans les mémes circonstances, la formule : 1. 320 Px donnera d’abord :
1. OPay, puis : 1.1. Pay..

Si 'on admet que les préfixes désignent des "mondes", la différence entre ces
deux traitements est la suivante : dans le premier cas, on pose qu'un élément
qui "existe" en 1.1., mais pas en 1., est P en 1.1, alors que dans le deuxiéme,
on dit qu’'un élément qui "existe" en 1., mais pas en 1.1. est cependant P dans
1.

Exemples d’arbres en domaine variable.

Le plus simple et le plus significatif est de reprendre les formules de Barcan et
leurs converses, dont les arbres restent ouverts (dans K, mais on se convaincra
facilement que l'utilisation des autres régles ne permettrait pas de fermer les
arbres)

(a) Barcan universelle : VaOPz = OVz Px.
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1. ~(VzOPz = OVzPzx) (1)
\
1. vaOPz (2)

|
1. ~OvVxPx (3)

|
1. ~VzPzx (4)

\
1.1. ~Pa1_1, 5)

(
1. DP‘al, (6)

\
1. Pay. (7)

T

Explications : (2), (3) sur (1) par la régle "~ ="; (4) sur (3) par la régle "~O"; (5)
sur (4) par la régle "~ V,"; (6) sur (2) par la régle "V," et enfin (7) sur (6) par la
régle "[O". Pour les arbres suivants, le lecteur reconstituera par lui-méme la démarche
suivie.

On peut extraire de cette branche ouverte, un modeéle dans lequel la Bar-
can universelle n’est pas valide (un "contre-modéle", dit-on parfois), que
I’'on définit comme suit :

— M = {my,my},

- R={<my,my >},

~ Dy, = {a}, D,,, = {b}, (donc D = {a,b}),
I((P,ma)) =0 et I({(P,m2)) = {a}

Ce modele a été obtenu de la maniére suivante :

— aux deux préfixes 1. et 1.1., on fait correspondre les deux mondes m; et
mey respectivement.

— étant donné la forme des deux préfixes, on pose que m; (— 1.) "voit"
ma (— 1.1.), i.e. miRms.

— par application de la régle ¥, a (2), on a introduit la constante a; (— a)
dans le domaine de m; et par application de la régle ~V, a (4), on a
introduit la constante a1, (— b) dans le domaine de ms.

— enfin, puisque 'on a "1.1. ~ Pa;," et "1.1. Pa;.", on pose : a €

I((P,my)) et b ¢ I({P,my)).

On voit facilement que l'interprétation de P dans m; est indifférente : on
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aurait pu, par ex., poser I({P,m)) = {a}. On remarque également que
I'introduction de a;. a la sixiéme ligne se fait par l'intermédiaire d’une
universelle (& savoir (2)), puisqu’il n’y avait encore aucune constante in-
troduite dans le domaine de m; (— 1.); on retrouve cela dans les quatre
arbres pour les formules de Barcan et leurs converses.

Soit maintenant ¢, une interprétation quelconque :

— Il n’y qu’une interprétation ', x-variante de ¢ en my, a savoir i'(z) = a
et un seul monde accessible de mq, & savoir my. Or my Fy Px donc,
my Fy Pz, et comme il n’y a pas d’autres interprétations z-variantes
de ¢ dans my, my F; ValPx.

— 11 existe 4/, z-variante de ¢ dans mg, a savoir #'(z) = b, telle que mqy ¥
Pzx. Donc, mgy ¥y YePx. Comme mqRmo, my ¥ LVxPx.

Il en résulte : my ¥, VeOPx = OVxPx.

(b) Barcan existentielle : $Jx Pz = Jx Pz.

1. ~(03xPx = FxOPx) (1)
\
1. 0JzPx (2)

\
1. ~320Pz (3)

\
1.1, 3z Pz (4)

\
1.1. Pay ;. (5)

\
1. N<>PCL1_ (6)

\
1.1. NPal_ (7)

1

On pourra s’exercer a extraire un modeéle de la branche ouverte, comme
on vient de faire pour la Barcan universelle.

(c) Converse de Barcan universelle : OVz Pz = VaOPz.
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1. ~(OVzPz = VzOPz) (1)
\
1. OVz Pz (2)

\
1. ~VzOPx (3)

\
1. ~OPay. (4)

\
1.1, ~Pay. (5)

1.1. Ve Pz (6)

\
1.1. Pal,l, (7)

|

(d) Converse de Barcan existentielle : 3z Pr = (JzPx.

1. ~(Fz0Pzx = ¢3xPx) (1)
\
1. 32O Px (2)

\
1. ~03zPz (3)

(
1. <>P‘aL (4)

1.1. Pal‘ (5)

1.a. ~3zPx (6)

\
1.1. NPal_l_ (7)

T

6.3 Cadres étendus monotones et anti-monotones.

6.3.1 Formules de Barcan et modéles fondés sur des cadres
anti-monotones.

1. Retour sur les formules de Barcan universelles.

Considérons le modéle que 'on a extrait de l'arbre (en domaine variable) que
I’on fait ci-dessus pour la formule de Barcan : Vx[OPx = OVx Px. Pourquoi la
formule y est-elle fausse en m; et a quelle condition serait-elle vraie ?



122

CHAPITRE 6. DOMAINES VARIABLES

En mq, Pantécédent de la formule "dit" que tous les objets qui sont dans le
domaine de m; (ici 'unique objet a) sont nécessairement P, autrement dit,
qu’ils sont P dans tous les mondes accessibles de m; (ici I'unique monde my).
Cela ne préjuge pas du fait que les objets (ici a) dont il est dit qu’il sont
nécessairement P, "existent" dans ces mondes accessibles de m;.

En my, le conséquent "dit" que dans tous les mondes accessibles de m; (ici
'unique monde ms, donc), tous les objets qui "existent" dans ces mondes (ici
le seul b) sont P. Mais b n’appartenant pas au domaine de m;, ’antécédent de
la formule, qui ne porte que sur les objets "existant" dans mq, n’en dit rien, et
il peut tres bien se faire, comme c’est le cas dans notre modeéle, que b ne soit
pas P et donc qu’il ne soit pas vrai dans my que tous les objets (de my, donc)
soient P.

Si la formule est fausse en mq, c’est donc parce qu’il y a, dans les mondes
accessibles de my (ici, donc, le seul my), des objets qui, n’appartenant pas
au domaine de mq, ne sont pas dans la portée du quantificateur universel de
I’antécédent et peuvent ne pas avoir la propriété qu’ont nécessairement tous les
objets qui sont dans le domaine de m;.

A l'inverse, si, ici, b avait été dans le domaine de m, 'antécédent de la formule
aurait été tout simplement faux (et donc la formule de B. vraie) puisque, dans
ms, b n’est pas P et qu’en conséquence il n’est pas nécessairement P dans m; ;
donc, il n’est pas vrai de tous les objets appartenant au domaine de m; qu’ils
sont nécessairement P.

En général, donc, pour que la Barcan universelle soit vraie dans un monde, il
semblerait qu’il soit nécessaire que se trouvent dans la portée du quantificateur
universel de 'antécédent tous les objets qui se trouvent dans les domaines des
mondes accessibles du monde d’évaluation ; il faudrait donc que tous les objets
qui se trouvent dans les domaines des mondes accessibles du monde d’évaluation
se trouvent également dans ce dernier monde.

Cette condition (dite "anti-monotonie") concerne donc les cadres étendus sur
lesquels sont fondés les modéles, et peut se formuler de la maniére suivante :

Un cadre < M, R, D > est dit "anti-monotone" ssi pour tout m;,m; € M tels
que miRmy, Dy, C© Dy,

On peut montrer que les formules de Barcan sont valides dans tout modéle
fondé sur un cadre anti-monotone (on parlera alors de modeéle anti-monotone).
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2. Validité des formules de Barcan dans les cadres anti-monotones.
On se contentera de démontrer que la formule de Barcan existentielle : 0dxPx =
dzO Pz est valide dans un cadre ssi ce cadre est anti-monotone.

Cela vaut pour toutes les Barcan existentielles et peut étre démontré sembla-
blement pour les universelles.

(a) Dans le sens « :

Soit M un modéle quelconque fondé sur un cadre anti-monotone quel-
conque, m € M un monde quelconque et ¢ une interprétation quelconque.

— m E; OJxPx ssi il existe un monde m' tel que mRm’ et m’ F; JxPx ssi il
existe une interprétation 7', z-variante de ¢ dans m’ telle que m' F; Px.
Posons i'(z) = a avec a € D,,, et donc en raison de 'anti-monotonie,
a €D,

— Dans ces conditions on a alors : m F; dxQPx. En effet, puisque 'on a
admis : m' Fy Px et que mRm/, il en résulte : m F; OPx, et comme 7’

est une z-variante de ¢ également dans m (par I'anti-monotonie), on a
bien : m F; dxQ Px.

(b) Dans le sens —.

Par contraposition : supposons un modeéle M fondé sur un cadre qui ne

soit pas anti-monotone. On montre qu’alors il existe un monde m € M

tel que m F¥; OdrPx = JdxQPx, pour une interprétation 7 quelconque.

Puisque M n’est pas anti-monotone, il existe m, m’ € M tels que mRm’ et

D,y & D,y il existe donce au moins un élément, disons a, tel que a € D,y

et a & Dp,.

On définit I par : I({(P,m’)) = {a} et pour tout autre monde m”, I({(P,m")) =

(), (donc en particulier on a : I({(P,m)) = 0).

Soit ¢ une interprétation quelconque, alors :

— m k; OJxPx puisqu’il existe une interprétation ¢, z-variante de i
dans m/, a savoir i’ (z) = a, telle que m’ F; Pz (puisque a € I((P,m’})).
Donc on a : m’ F; dxPx, dou : m F; 0JxPx, puisque mRm'. Mais :

- m¥E,;, IxdPx.
m F; JxQPx, ssi il existe une interprétation ¢/, z-variante de i dans m
et un monde m;, tels que mRm; et m; &y Px. Or il n’existe pas d’in-
terprétation ¢, x-variante de ¢ dans m telle que, pour un monde m;
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accessible de m (mRm;), on aurait m; F; Px.

Pour le montrer, il faut envisager deux cas : soit m; # m/, soit m; = m/'.

i. Soit m; # m' et mRm,;.
Comme m; # m/, par df. de I, I({P,m;)) = 0, et donc m; ¥ Px
pour toute interprétation et donc en particulier pour toute interpré-
tation ¢’, x-variante de ¢ dans m ; autrement dit : pour tout monde
m;, et donc tout monde accessible de m, et toute interprétation 7',
x-variante de ¢ dans m, m; ¥y Px.

ii. Soit m; = m’ et donc mRm; puisque, par hyp., mRm'.
Puisque a ¢ D,,, et que seul a € I((P,m')), il n’y a pas d’interpré-
tation ¢, x-variante de i dans m telle que m’ £y Px.

Puisque par i. et ii., il n’existe aucune interprétation i’, z-variante de ¢

dans m ni aucun monde m; accessible de m tel que m; Fy Px, on a :

m ¥; JxOPx.

Il en résulte que : m ¥; OdxPx = JxdPx; et donc par contraposition :
si OdrPr = dxQPx est valide dans un modeéle, ce modéle est fondé sur
un cadre anti-monotone.

6.3.2 Converses des formules de Barcan et modéles fondés sur

des cadres monotones

1. Les considérations du paragraphe précédent sur la raison pour laquelle les for-

mules de Barcan universelles ne sont pas valides dans tous les modéles a do-
maine variable, s’adaptent facilement au cas des converses des formules de
Barcan, universelles ou existentielles, et conduisent a la conclusion que si elles
sont fausses dans un monde m, c’est qu’'une interprétation z-variante dans m,
ne ’'est pas nécessairement dans les mondes accessibles de m. Autrement dit,
se trouvent dans le domaine du monde m des objets qui ne se trouvent pas
dans les domaines des mondes accessibles de m.

Ce qui suggeére, a 'inverse, que si tous les objets qui se trouvent dans le do-
maine du monde d’évaluation m, se trouvaient également dans les domaines des
mondes accessibles de m, alors les converses des formules de Barcan y seraient
vraies pour toute interprétation des variables d’individu. Si cette condition est
réalisée en général pour tous les mondes d’'un modéele M, on dit que le cadre
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sur lequel est fondé M, est "monotone", ce que 'on peut définir comme suit :

Un cadre < M,R,D > est monotone ssi pour tout m;,m; € M, tels que
miij, Dml g ij.

On peut montrer que les converses des formules de Barcan sont valides dans
tous les cadres monotones.

2. Validité des converses de formules de Barcan dans les cadres mono-
tones.
Comme précédemment, on peut se contenter de démontrer que la converse de
la formule de Barcan existentielle (par ex.) : 3z Pz = (3x Pz est valide dans
un cadre ssi ce cadre est monotone.
Et comme la démonstration, suit exactement le méme schéma que ci-dessus,
on laisse au lecteur le soin de la rédiger ...

6.3.3 Cadres & domaine localement constant

Si un cadre (étendu) est a la fois monotone et anti-monotone, alors, évidemment,
il est & domaine constant. On peut définir une notion un peu plus faible, celle de
cadre a domaine localement constant.

Un cadre (étendu) F' =< M,R,D > est localement constant ssi pour tout
mi,m; € M, si m;Rm; alors D,,, = D,,;. Un modeéle fondé sur un cadre a do-
maine localement constant est dit lui-méme "& domaine localement constant".

On montre facilement qu'une formule ¢ est valide dans tout modele a domaine
constant ssi elle est valide dans tout modéle & domaine localement constant.

Dans le sens <. Il est clair que si un modéle est & domaine constant, il est a fortiori
a domaine localement constant; autrement dit, I’ensemble des modéles & domaine
constant est inclus dans ’ensemble des modéles & domaine localement constant. Si
donc une formule est valide dans tout modéle & domaine localement constant, elle
I’est dans tout modéle & domaine constant.

Dans le sens —. Par contraposition : si une formule ¢ n’est pas valide dans un
modeéle & domaine localement constant, elle n’est pas valide dans tout modéle &
domaine constant.
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Soit un modéle & domaine localement constant : M =< M, R, D, I > et un monde
m; € M tel que m; ¥ .

On va construire a partir de M et de m; un modéle & domaine constant dans
lequel ¢ n’est pas valide. L’idée qui préside a cette construction est que seuls les
mondes accessibles de m; et ceux qui sont accessibles des accessibles de m;, et ceux
qui sont accessibles des accessibles des accessibles de m;, etc., interviennent dans
I’évaluation de ¢ dans m;. Tous ces mondes ont par définition les mémes domaines
et forment un ensemble qui servira a construire ’ensemble des mondes du modéle a
domaine constant dans lequel ¢ n’est pas valide.

On définit ce qu’est un chemin entre m; et m;, dans M comme étant une suite de
mondes reliés par R & partir de m; et se finissant par my, de telle sorte que chaque
monde de la suite différent de m; et de my, est accessible du précédent et a acces au
suivant. Plusieurs chemins peuvent partir d’'un méme monde. Les mondes pertinents
pour I’évaluation d’une formule dans un monde m sont tous ceux qui appartiennent
& un chemin commencant par m.

En vertu du fait que M est localement constant, tous les mondes pertinents pour
I’évaluation d’une formule dans un monde m ont le méme domaine d’objets.

On définit alors le modéele M’ =< M', R', D', I' > a partir de M et de I’ensemble
My, des mondes pertinents pour I'évaluation de ¢ dans m; par :

_ M/:Mrfw
— <mj,my >€ R' ssi <m;,my >€ R,
- D/:me

— I'((P™,m;)) = I({(P",m;)) pour tout P" et tout m; € M.

Ce modéle M" est donc la restriction a M du modele M dont on était parti,
et il est & domaine constant. Dans ce modéle M’, ¢ est évidemment fausse en m;,
comme elle ’était dans M ; donc ¢ n’est pas valide dans M'.

D’oti, par contraposition : si ¢ est valide dans tout modéle a domaine constant,
¢ est valide dans tout modéle & domaine localement constant.

6.4 Bizarreries de la logique modale quantifiée

Nous allons examiner rapidement dans ce qui suit quelques difficultés qui ap-
paraissent lorsque l'on fait usage, dans des systémes axiomatiques, des régles de
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nécessitation (N : F ¢ — F Op) et de généralisation (G : - ¢lz] — F Vyply]),
ainsi que ce que devient en modale quantifiée, la loi : - Vaplz] = ¢ly].

6.4.1 L’objection de Kripke

Dans un article de 1956, A. N. Prior avait cru pouvoir fournir une déduction pour
la Barcan existentielle dans S5. En 1963, Kripke montra que dans cette déduction
était subrepticement introduit une assomption qui revenait, en gros, a accepter une
sémantique & domaine constant. I1 montrait, comme on ’a vu plus haut, que les
Barcan n’étaient pas valides si 'on adoptait une sémantique a domaine variable;
c’est du reste cet article de Kripke qui présentait pour la premiére fois une telle
sémantique.

Plutot que de reprendre la déduction de Prior qui est longue et fastidieuse, on va
reprendre 1’exemple pris par Kripke, qui est beaucoup plus simple et donc beaucoup
plus suggestif. Kripke notait en effet que ’on pouvait avoir déja dans T (en fait dans
K) une déduction (qui n’est pas sans rapport avec celle de Prior) pour la converse de
la Barcan universelle : [IVz Px = Va[JPx, déduction qui prend la forme suivante :

Fx VePx = Pz (1) Ax. de la théorie de la quantification

Fx O(VzPx = Px) (2) N sur (1)

Fx OWVzPx = Px) = (OVePz = 0OPz) (3) Ax. K

Fx OVzPzx = OPx (4) par MP sur (2), (3) On aurait pu simplement
utiliser Ry pour passer de (1) a(4).

Fx Vae(OVzPx = OPx) 5) G sur (4)

—~~
(=)
~—~—

Fx OVzPx = VaeOPx par "régle de passage" : Va(p = ¢[z])

& (¢ = Vay[z])
pourvu que x ne soit pas libre dans .

Kripke remarquait que pour passer de (1) a (2) on utilise N sur une formule
ouverte, puisque dans (1), = a une occurrence libre. Or, il est admis en premier
ordre qu'une thése dans laquelle figure une variable libre est équivalente a sa cloture
universelle, et n’en est, si 'on peut dire, qu'une abréviation ; autrement dit : F ¢[z]
abrége - Vzo[r] 2.

Si, maintenant, on remplace (1) par sa cloture universelle, la déduction échoue;
en effet, on aura :

2. Rappel : on a en effet, par la régle de généralisation : si b ¢[z] alors F Vayp[x]; et on a la
déduction suivante a partir de F Vapx] :
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Fx Ve(VaPz = Px) (1)
Fx OVz(VzPx = Px) (2)

Fx ONVzPx = VzPx) (3)
Fx OVePx = OVePx  (4)
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Ax. de la théorie de la quantification

N sur (1)

ce qui permet d’avoir éventuellement par remplacement :
et éventuellement par R,

ce qui n’a aucun intérét!

Pour obtenir Fx OVzPx = VzOPx a partir de (2), il faudrait utiliser une thése
de la forme : - OVzp[z] = VaOy[z], qui n’est autre que la converse de la Barcan

universelle 3.

Kripke mettait ainsi le doigt sur un point important qui peut étre présenté plus
généralement de la maniére suivante.

6.4.2 N, G et les théses comportant des variables libres.

On a deux déductions possibles & partir d'une formule ouverte déja déduite,
F ¢lx], si 'on admet que I'on peut utiliser les régles N et G sans limitation et dans

I’ordre que 'on veut :

1. F ¢[z], puis par G,
- Vap[z], puis par N,

= OVzp[z].
F Vaplx] (1) these admise
FVzplr] = ¢[z] (2) Ax. de la théorie de la quantification
F o[z (3) par MP sur (1), (2)

3. Dans la méme veine, on a, dans le systéme B, une déduction pour la Barcan universelle qui
prend la forme suivante (pour une instance simple) :

FVaeOPx = OPx
F O(VzOPx = OPx)

FOVzOPx = OPx) = (OVzOPz = O0OPx)

F OVzOPx = O0OPx

F OOPz = Px

F OVeOPx = Px

F Va(OVazOPx = Px)
F OVeOPx = Vo Px
FVeOPx = OVaxPx

Ax. de la quantification

N sur (1)

thése de K

MP sur (2), (3) (on aurait pu utilisé Rg pour aller
directement de (1) a (4)

these de B (forme de ’Ax. B)

Syll. sur (4), (5)

G sur (6)

"Reégle de transport" sur (7)

Barcan U. : par Ry sur (8)

Py

W N
S S N N

NN S S
© 00 ~J O Ot
N AN AN AN
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2. b plx], puis par N,
- Og[z], puis par G,
- VaOp|x].

La premiére ne semble pas problématique, contrairement a la seconde; pour le
montrer essayons d’expliciter en termes sémantiques (plus ou moins informels) ce
que veulent dire les différentes théses.

1. Pour la déduction 1.

F o] —  Dans tout modéle et tout monde, n’importe quel = est ¢
F Vap[z] —  Dans tout modéle et tout monde, tous les = sont ¢
FOVzelx] — Dans tout modeéle et tout monde m, dans tous les mondes
accessibles de m, tous les x sont ¢.

Cela ne semble pas poser de probléme : le passage de la premiére ligne a la
seconde se fait dans chaque monde, si I'on peut dire, et si dans chaque monde,
¢ vaut de n'importe quel élément, ¢ vaut de tous. Maintenant, si en vertu
de la deuxiéme ligne, dans tous les mondes, tous les x sont ¢, alors a fortiori
dans tous les mondes accessibles d’'un monde m quelconque tous les x sont .
En d’autres termes, la deuxiéme ligne ne peut s’interpréter que comme disant
que la formule Vzp[z] est vraie dans chaque monde de chaque modéle (de dicto).

Pour étre un peu plus rigoureux, supposons que l’on soit en domaine variable
et que l'on admette la nouvelle définition de la validité, a savoir : une formule
est valide dans un modéle ssi elle est vraie dans chaque monde m du modéle,
pour toute interprétation i des variables d’individu dans m *.

A ce moment la validité d’une formule ouverte comme Pz (pour simplifier)
dans un modeéle quelconque tient a ce que, dans un monde m quelconque et
quelle que soit linterprétation i(zx) de = dans m, i(z) € I(P,m). Il s’ensuit
bien alors qu’elle est vraie pour toute interprétation ¢, z-variante dans m d’une
interprétation ¢ quelconque : donc I'universelle est vraie dans chaque monde.
Et, a fortiori, I'universelle est vraie dans chaque monde accessible de chaque
monde.

4. Rappel : une interprétation ¢ des variables d’individu est dite "dans m" si, pour toute variable
x, i(x) € m.



130

CHAPITRE 6. DOMAINES VARIABLES

Il est bien clair, qu’en domaine constant, les choses sont tout autant raison-
nables.

Pour la déduction 2.

F o[z] —  Dans tout modéle et tout monde, n’importe quel x est ¢
F Op|x] —  Dans tout modéle et tout monde m, dans tous les mondes
accessibles de m, n’importe quel x est ¢
FVzOp[z] — Dans tout modéle et tout monde m, dans tous les mondes

accessibles de m tous les x sont ¢

Ce que 'on pourrait réécrire de la maniére suivante :

F p[z] —  Dans tout modéle et tout monde, n’importe quel x est ¢
F Op|x] —  Dans tout modéle et tout monde m, n’importe quel x est ¢

dans tous les mondes accessibles de m
FVeOp[z] — Dans tout modeéle et tout monde m, tous les x sont ¢
dans tous les mondes accessibles de m

La difficulté git dans ce qui est souligné : pour que Op[z] soit valide il faut que
dans tous les mondes accessibles de chaque monde (dans tout modéle), il soit
vrai que n’importe quel x est ¢ ; mais le "n’importe quel " peut ou bien se lire
"n’importe quel x qui est dans m", ou "n’importe quel x qui est dans le monde
accessible de m". Et il n’est pas évident que ce soit les mémes x. Si 'on estime
qu’il n’y a pas d’ambiguité, ce ne peut étre que parce que 'on admet que les
modeéles sont & domaine constant ; ¢c’est donc bien ce supposait subrepticement
Prior, puisque dans la déduction qu’il proposait, il appliquait N a la thése :
OPx = JxQPx; ce que l'on retrouve a la deuxiéme ligne de la déduction de
Kripke, ci-dessus, et que Kripke précisément épinglait.

Pour mieux faire apparaitre la difficulté, supposons que 'on soit en domaine
variable (et que 'on admette la nouvelle définition de la validité). La premiére
these s’analyse comme précédemment ; la seconde énonce maintenant que dans
tout monde m (d’'un modéle quelconque M), 0Pz est vraie quelle que soit
I'interprétation i(z) de = dans m ; ce qui veut dire que dans tous les mondes m/
accessibles de m, Px est vraie quelle que soit l'interprétation i(z) de  dans m
et non pas dans m’. Et il pourrait trés bien se faire que dans un m’ accessible
de m, pour une interprétation i dans m (qui en vertu de la premiére thése est
telle que i(x) € I(P,m)), i(x) ¢ I(P,m'), d’ou : m' ¥; Pz et donc m ¥; OPx.
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On voit alors qu’il ne suffit pas que Pz soit valide dans le modéle quelconque
M, pour que Pz le soit.

[lustrons cela. Soit, par ex., le modele M =< M, R, D, [ > suivant :

- M= {ml7m27m3}7

-~ R={<my,mg >, <mq,ms >}

- ‘Dml - {a>b7 C}7 sz - {CLJ), c, d}7 Dm3 = {a7ca}7

I(<P7 ml)) = Dy, ](<P7m2>) = Dm,, I(<P7 m3>) = Dip,.

Il est clair que dans ce modéle, Px est valide : dans chaque monde m; € M, Px
est vraie pour n’importe quelle interprétation de x dans m;. Mais considérons
ce qui se passe dans my : pour que [1Px soit vraie dans my il faudrait que pour
n’importe quelle interprétation ¢ de x dans m;, Px soit vraie aussi bien dans
ms que dans mg. Si l'on considére my, c’est bien le cas : que i(x) = a, ou = b,
ou = ¢ (seules interprétations de = dans mq), on a bien que i(z) € I({P, my)).
Mais ce n’est pas le cas si I'on considére ms : pour l'interprétation j de x
dans my, telle que j(z) = b, puisque b ¢ I((P,ms3)), on a ms ¥; Pz?°; donc
my ¥; UPx. Il n’est donc pas le cas que pour n’importe quelle interprétation
1, dans mq, on ait : m; F; JPx. JPxz n’est donc pas valide dans M.

Evidemment, rien de tout cela n’arriverait si 'on était en domaine constant :
comme il n'y a qu'un méme domaine pour tous les mondes, les interprétations sont
les mémes dans tous les mondes et donc si une formule comme Pz est valide dans
un modéle, elle est vraie dans tous les mondes de ce modéle pour toutes les mémes
interprétations de x dans chaque monde.

De la méme maniére, on voit facilement que la premiére déduction n’est en rien
invalidée par ce modéle : Pz est valide dans ce modéle, et donc Vax Px I'est également
puisque dans chaque monde, le quantificateur ne porte que sur les éléments qui sont
dans le domaine de ce méme monde ; donc, puisque Px est vraie dans un monde m;

5. Que b n’appartienne pas a D,,, n’est pas ce qui est en cause ici, puisque I’on a admis que méme
si un élément "n’existe pas" dans un monde, il appartient ou n’appartient pas a 'interprétation de

P dans ce méme monde.
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pour n’importe quelle interprétation ¢+ de x dans m;, Px est vraie dans m; pour toute
interprétation ¢ de x dans m; ; autrement dit Vo Pz est vraie aussi bien dans moy que
dans ms et donc OOV Px est vraie dans my

Remarquons encore une chose. Dans notre modéle, on vient de voir que pour toute
interprétation ¢ de x dans my, Px est vraie dans ms ; il est clair que cela tient a la
circonstance que tous les éléments de D,,, sont des éléments de Dy, (Dp,, € Dy, ) ;
et donc toutes les interprétations de x dans m; sont également des interprétations
de x dans msy; et comme Pz est vraie dans ms pour toute interprétation de x dans
ms, Px est vraie dans my pour toute interprétation de x dans m;.

A l'inverse, il est clair que ’on n’a pu falsifier Pz dans ms pour une interprétation
i de x dans my que parce qu’il existe un élément (ici b) qui appartient a D,,, mais
pas & Dy, (Dpy € Dyy) et qui "n’est pas P" dans mg, méme s’il "n’existe pas" dans
ms. Le fait qu’ici D,,, C D,,, ne change rien a ’affaire.

En d’autres termes, les modéles fondés sur des cadres monotones, valident ’ap-
plication de N a des théses comportant des variables libres; mais pas les modéles
non-monotones ; ce qui est assez embarrassant, puisque N est la régle d’inférence par
excellence de la logique modale.

6.4.3 Le cas du schéma d’axiome : Vxp[z] = ¢y

L’embarras est surtout apparent lorsque l'on considére I'axiome classique de la
quantification utilisé comme point de départ de la déduction de Kripke (& la fagon
de Prior) de la converse de la Barcan universelle : Vxplz] = ¢ly] (on le note dans ce
qui suit : "Q"). Cet axiome est évidemment valide en domaine constant ; mais il ne
I’est plus immédiatement en domaine variable. Il faut distinguer ici entre les modéles
fondés sur des cadres monotones et ceux qui ne le sont pas.

1. Modeéles fondés sur des cadres monotones. Si I'on s’était contenté de conserver
la définition de la validité valant pour les modéles & domaine constant (cf. section
5.3.2, p. 96), tout en tenant compte des régles d’évaluation des universelles et des
existentielles dans des modéles & domaine variable, () ne serait pas valide. En effet,
soit un modéle M =< M, R, D, I > avec :

- M = {my,my},
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- R={<my,my >},
— Dy, ={a,b}, Dy, ={a,b,c,d}, (donc D,,, C D,y,),
- I(<Pa m1>) = {a>bv d}7 [<<Pa m?)) = {b}

Soit maintenant la formule V2 Pz = Py (instance du schéma )) et Iinterpréta-
tion 7 telle que i(y) = ¢, alors :

— my F; Vo Px puisque pour toute x-variante ¢’ de i dans my, on a my F; Px.

— my ¥; Py puisque i(y) = cet c & I1({P,my)).

Il est clair que si cette instance de @) est fausse dans my, c¢’est que 'interprétation
de y n’est pas une interprétation de y dans m;, alors que la régle d’évaluation pour
une universelle impose de ne considérer que les z-variantes dans m;. De ce fait, I'uni-
verselle est vraie dans m; puisque tout ce qui est dans m; est dans I((P,m,)), alors
méme qu'il existe des éléments de D,,, U D,,, qui n’appartiennent pas a I((P,m1))
mais qui ne sont pas dans m,. Par contre, comme d’aprés la définition de la section
5.3.2 (p. 96), il faudrait que la formule soit vraie dans my pour toute interprétation
des variables d’individu, il faudrait qu’elle soit vraie, en particulier, pour I'interpré-

tation i(y) = ¢, ce qui n’est pas le cas®.

C’est pourquoi il a fallu modifier la définition de la validité dans un modele a
domaine variable, en spécifiant qu'une formule est valide dans un modéle ssi elle
est vraie dans chaque monde m du modéle pour toute interprétation des variables
dans m 7. Il est clair qu’alors () devient valide dans tout modéle.

De plus les considérations précédentes a propos de I'utilisation de N sur des théses
comportant des variables libres, permettent de se convaincre que, si ’on impose aux
modeéles d’étre fondés sur des cadres monotones, de Fx Vo Px = Py, on peut déduire
Fk O(Vx Pz = Py).

2. Modéles fondés sur des cadres non-monotones.

La situation devient ici plus périlleuse : certes, grace a la définition modifiée de la

6. On n’a introduit dans le modéle ci-dessus le monde msy que "pour la beauté de la chose",
puisque ce qui se passe dans mg n’a aucune incidence sur la fausseté de @ dans my pour i(y) = c;
la seule chose qui importe est qu’il "existe" dans le domaine D, des objets qui ne sont pas dans m;.

7. Dans I'exemple précédent, on voit bien que ce n’est pas le cas de i(y) = ¢ puisque ¢ n’appartient
pas au domaine de m;.



134 CHAPITRE 6. DOMAINES VARIABLES

validité dans un modele, et pour les mémes raisons que précédemment, les instances
de @) restent valides dans tout modéle, mais on ne peut plus leur appliquer N. Consi-
dérons en effet le modele M =< M, R, D, I > :

- M = {m17m2},

- R={<my,my >},

- Dm1 = {CL, ba ca}a sz = {aab7 da}
I(<P’ m1>) = Dp,, [(<P>m2>) = Dpn,.

Il est clair que VxPx = Py est vraie aussi bien dans m; que dans my pour toute
interprétation de y dans m; et toute interprétation de y dans ms, respectivement.
Mais O(VxPx = Py) n’est pas vraie dans m; pour n’importe quelle interprétation de
y dans my. En effet pour i(y) = ¢ (et ¢ appartient bien a m;), comme ¢ ¢ [((P,ms)),
ms ¥; Py; alors qu'évidemment, on a msy F; Vz Pz (puisque selon la clause pour les
universelles (voir p. 114), on n’a & prendre en compte que les x-variantes de i dans
msz). Donc pour cette interprétation i(y) = ¢ dans mq, on a my ¥; VePx = Py,
d’ot : my ¥; O(Vz Pz = Py).

Soulignons bien un point : que l'on ait me ¥; VaPx = Py, n’affecte pas la
validité de VxPz = Py dans notre petit modéle M puisque i(y) = ¢ n’est
pas une interprétation de y dans ms et que la définition de la validité dans
un modéle demande seulement que la formule soit vraie dans meo pour toute
interprétation de y dans mo. Qu’elle soit fausse pour une interprétation qui ne
soit pas dans me n’a donc aucune incidence sur la validité de la formule dans M.

Il n’est pas difficile de voir que cet exemple est exactement du méme genre que
celui qu’on avait pris pour montrer que N ne préserve pas la validité dans les modéles
fondés sur des cadres non-monotones.

6.4.4 Que faire?

Le bilan des considérations précédentes n’est pas trés rassurant pour la modale
quantifiée, c’est le moins que I'on puisse dire!

Il est évidemment toujours possible de mettre des rustines pour essayer de bou-
cher les trous, ce que n’ont pas manqué de faire les bons esprits qui se sont occupés
de ces questions.
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Pour préserver autant que possible le soubassement standard de la modale quanti-
fiee, Kripke proposait tout simplement d’expulser les théses comportant des variables
libres en leur substituant leur "cloture universelle et nécessaire" ®. De plus, au lieu
du schéma d’axiome @, on adopte le schéma : Vy(Vzp[z] = ¢[y]) (avec y libre pour x
évidemment), et on n’admet que les "clotures" des instances des tautologies du calcul
des propositions. Il n’y a donc plus lieu de formuler une régle de généralisation, ni
une régle de nécessitation ; mais du coup on ne peut plus déduire des choses comme :
Va,VyRxy = Yy, VxRry (on peut le prendre alors comme axiome!).

Une autre possibilité (une autre rustine!) consiste a introduire un prédicat d’exis-
tence "E" (ce qui aurait fait frémir Frege, et pas seulement lui!), défini par I(E, m) =
D,,,, pour tout m (et tout modéle). Le schéma @ s’écrit alors : (Vxplz|AEy) = ¢ly] et
ses instances sont valides dans la sémantique & domaine variable. Il faut, néanmoins,
introduire toutes sortes de modifications dans la base axiomatique pour obtenir un
systéme a peu prés satisfaisant. Nous n’entrerons pas plus avant dans les détails de
ce genre de construction.

Le plus simple est évidemment d’adopter la Barcan universelle a titre d’axiome
et d’admettre que la déduction ci-dessus de la converse de Barcan est légitime, ce qui
revient donc & adopter une sémantique & domaine constant. En ce cas, les axiomes
de la quantification sont valides et les régles de généralisation et de nécessitation
préservent la validité. Le prix a payer est qu’il faut accepter une "métaphysique"
possibiliste ; mais il y a déja tant de métaphysique dans la logique modale, que 1’on
acceptera peut-étre ce dernier débordement. . .

8. Cette "cloture" est définie de telle sorte qu'une cloture de ¢[x], par ex. (avec z libre dans )
est OVayp[x] ou encore Yal[z].
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Annexe A

kimn-formules de Geach et axiomes

Les formules de Geach généralisées sont de la forme :
OFO'p = O™ p.
On a démontré en général que, quels que soient k, [, m et n, une klmn-formule de

Geach est valide dans les cadres klmn-incestueux (pour les méme valeurs de k,1,m
et n), c’est a dire les cadres dont la relation obéit a la formule :

Vo, VyVz[(x R*y A zR™z) = Ft(yR't A zR"™)]

Chacun des axiomes, D, T, B, 4, 5 est une formule de Geach pour des valeurs parti-
culiéres de k, I, m et n. On montre dans ce qui suit que les relations klmn-incesteuses
correspondantes sont respectivement sérielles, réflexives, symétriques, transitives et
euclidiennes. Autrement dit, on montre que les formules exprimant que les relations
sont klmn-incesteuses, pour les valeurs particuliéres correspondantes de k,l,m et n
sont équivalentes aux formules exprimant la sérialité, la réflexivité, la symétrie, la
transitivité et ’euclidianité d’une relation, respectivement.

Comme on va utiliser la méthode des arbres, on introduit auparavant les régles a
appliquer pour traiter des identités.

a=>b
a = a "a" sur la branche
cp[a] Cette régle vaut dans les deux sens :
: a—betb—a
(0]
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Par ailleurs, on ferme une branche sur laquelle figure une formule de la forme

a # a.

Dans ce qui suit, on admet que xR’y est équivalent & z = y et que xRy est
équivalent a x Ry.

A.1 Une relation est 0100-incestueuse ssi elle est ré-
flexive

L’axiome T (Op = p) est une formule de Geach avec k = 0,1 = 1, m = 0 et
n = 0. En vertu du théoréme général déja démontré, elle est valide dans un cadre
dont la relation est 0100-incestueuse, c’est a dire obéit a la formule suivante :

Va,Vy,Vz[(xR% A xR°2) = Ft(yR't A 2R%)]

Cela revient donc a :

Vo, Vy,Vz[(r =y Ax = z) = Ft(yRt A z = t)].

On montre que cette formule est équivalente a la formule exprimant la réflexivité
(totale), i.e. on fait 'arbre pour la formule :

Ve, Vy Vz[(r =y Ax=z2)= (YRt Nz =t)] & Vo zRz.
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1. ~{Va,Vy,Vz[(xt =y Az =2z2) = IH(yRt Az = t)] & Vo xRz}

2.V, Vy,Vzl(e =y Ae=z2) = Rt N z=1)] (1) 11. ~{Va,Vy,Vz[(z =y Ax =2) = (YRt ANz =1)]} (1)

\ \
3. ~Vz 2Rz (1) 12. Vo xRz (1)

4. Na‘Ra (3) 18. ~[la=bAa=¢c) ‘:> Jt(bRt Ac=1)] (11)
5.(a:a/\a:a):lzlt(aRt/\a:t)(2) 14.a:b/\‘a:c(13)

|
15. ~3t(bRt Ac =t) (13)

6. N(?/\a\:a) (5) 7. 3t(aRt A‘ a=t)(5) 16. a :‘ b (14)
|

a#a(6) a+a(6) 8~“R“‘@=b(7) 17.a:‘c(14)

X X 9. aﬁib (8) 18. ~(bRa A c = a) (15)

10. a =0 (8)
‘ ~ a & a
aRa (9/10) 19. bl‘lz (18) 20. 7&‘ (18)
. ~aRa(16/19) ¢ % c(17/20)
aRz‘z (12) )‘(

|
X

A.2 Une relation est 00l1-incestueuse ssi elle est sy-
métrique

L’axiome B (p = OOp) est une formule de Geach avec k = 0,1 =0, m =1, et
n = 1. Elle est donc valide dans un cadre dont la relation est 0011-incesteuse, c’est
a dire obéit & la formule suivante :

Vo, Yy, Vz[(r =y AxRz) = Jt(y =t A zRt)]

On montre que cette formule est équivalente & la formule exprimant la symétrie,
i.e. on fait I’arbre pour la formule :

Va,Vy,Vz[(r =y ANzRz) = Jt(y =t A zRt)] & Vo, Vy(z Ry = yRz)
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Pour plus de clarté, on fait deux arbres, un pour chacune des implications cor-
respondantes.

- Arbre pour :

Vo, Vy,Vz[(r =y ANxRz) = Jt(y =t A zRt)] = V,Vy(z Ry = yRx)

~{Vx,Yy,Vz[(x =y ANxRz) = It(y =t A zRt)] = Va,Vy(zRy = yRx)}
Va,Vy,Vz[(x = y ANzRz) = Jt(y =t A zRt)]
~Vz,Vy(rRy = yRx)
~ (aRb ‘:> bRa)

|
aRb

|
~bRa

|
(a =aANaRb) = Jt(a =1t ANDbRL)

~(a=aANaRb) Ft(a=1tADRL)
/\ ‘
a#a ~aRb a=cAbRc
| | |
X X a=c
|
bRc

|
bRa

|
X

Arbre pour l'autre sens de la bi-implication, i.e. pour :

Va,Vy(xRy = yRx) = Vo, Vy,Vz[(x =y ANxRz) = 3t(y =t \ zRt)]
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~{Vz,Vy(xRy = yRx) = VYa,Vy,Vz[(x =y ANxRz) = Jt(y =t A zRt)]}
|
Vx,Vy(xRy = yRz)
|
~V, Yy, Vz[(x =y AxRz) = Jt(y =t A\ zRt)]

~[(a =bA aRc) l—> Jt(b =t A cRt)]

|
a=bAaRc

|
~3t(b =t A cRt)

a=1b

~(b=bAcRb)

b b ~cRb

| |
X bRc = cRb

/\
~bRc cRb

| |
X X

A.3 Une relation est 0120-incestueuse ssi elle est tran-
sitive
L’axiome 4 (Op = OOp) est une formule de Geach avec k =0, =1, m = 2 et

n = 0. Elle est donc valide dans un cadre dont la relation est 0120-incesteuse, c’est
a dire obéit a la formule suivante :

Va,Vy,Vz[(x = y ANxR%2) = Ft(yRt A 2 = 1))
Comme zR?z signifie : Ju(xRu A uRz), cette formule devient :

Va,Vy,Vz{[zr = y A Ju(xRu ANuRz)| = Ft(yRt Nz =1t)}
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On montre que cette formule est équivalente a la formule exprimant la transitivité,
i.e. on fait I’arbre pour la formule :

Vo, Vy,Vz{[zr = y A Ju(zRu ANuRz)] = t(yRt Nz =1t)} <
Va,Vy,Vz[(xRy ANyRz) = xRz

Pour plus de clarté, on fait deux arbres, un pour chacune des implications cor-
respondantes.

- Arbre pour :

Vo, Vy,Vz{[r = y A Ju(zRu ANuRz)] = Jt(yRt Nz =1t)} =
Vo, Vy,Vz[(xRy AN yRz) = zRz|

~{Vz,Vy,Vz{[r = y A Ju(zRu AN uRz)] = Jt(yRt N z = t)} = YV, Vy,Vz[(xRy A yRz) = xRz|}
YV, Vy,Vz{[x = y A Ju(zRu ‘/\ uRz)] = Jt(yRt ANz =1)}
~Vz, Yy, Vz[(ngL ANyRz) = zRz]
~[(aRb A b‘Rc) = aRc]

\
aRb N bRc

~aRc

\
aRb

bRc

|
[a = a A Ju(aRu A uRc)] = Jt(aRt Nc=1)

N

~Ja = a A Ju(aRu A uRc)] Jt(aRt Nc=1t)
|

RdNhc=d
a#a ~3u(aRu A uRc) ¢ | ¢
\ aRd
X ~(aRb A bRc) |
/\ CcC = d
~aRb ~bRc
\ \ aRc
X X \
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- Arbre pour 'autre sens de la bi-implication, i.e. pour :

Va, Yy, Vz[(xRy N yRz) = xRz] = Va,Vy,Vz{[zr = y A Ju(zRu A uRz)] =
Jt(yRt Nz =1)}

~{Vz,Vy,Vz[(xRy N yRz) = xRz] = VYa,Vy,Vz{[r = y A Ju(zRu ANuRz)] = Jt(yRt Nz = t)}}
Vm,Vy,Vz[(a:Ry‘/\ yRz) = xRz|
~Va, Yy, Vz{[z =y A Hu(le‘L ANuRz)] = Jt(yRt Nz =t)}
~{la =bA Ju(aRu N u‘Rc)] = Jt(bRt Nc=1)}

|
a=bA Ju(aRu A uRc)

NEIt(bRt‘ ANe=t)
a ‘: b
EIu(aRu‘ A uRc)
aRd /‘\ dRc

\
aRd

\
dRc

|
bRd

|
~(bRcNec=rc)

T

~bRc c#c
|

\
(bRd A dRc) = bRe X

TN

~(bRd ANdRc) bRc
P |
~bRd ~dRec X

| |
X X
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A.4 Une relation est 1011-incestueuse ssi elle est eu-
clidienne

L’axiome 5 (Op = OOp) est une formule de Geach avec k = 1,1 =0, m = 1 et
n = 1. Elle est donc valide dans un cadre dont la relation est 1011-incesteuse, c’est
a dire obéit & la formule suivante :

YV, Vy,Vz[(xRy A xRz) = Jt(y = t \ zRt)]

On montre que cette formule est équivalente & la formule exprimant ’euclidianité,
i.e. on fait I’arbre pour la formule :

Vo, Vy,Vz[(zRy AN xRz) = 3t(y =t A zRt)] & Vo, Vy,Vz[(xRy A 2 Rz) = yRz|

Pour plus de clarté, on fait deux arbres, un pour chacune des implications cor-

respondantes.

- Arbre pour :

Vo, Yy, Vz[(xRy AN xRz) = 3t(y =t A zRt)] = Vz,Vy,Vz[(xRy A xRz) = yRz]
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~{Vz,Yy,Vz[(xRy A xRz) = 3t(y =t A zRt)| = Vx,Vy,Vz[(xRy N Rz) = yRz|}

|
Vo, Yy, Vz[(xRy AN xRz) = 3t(y =t A\ zRt)]

|
~Yr, Yy, Vz[(xRy AN xRz) = yRz]

|
~[(aRb A aRc) = bRc]

|
aRb N aRe

|
~bRe

|
aRb

|
aRce

|
(aRe N\ aRb) = 3t(c =t NbRY)

~(aRc N aRb) Jt(c=1tANbRL)
TN |
~aRc ~aRb c=dANbRd
| | |
X X c=d
|
bRd

|
bRc

|
X

- Arbre pour 'autre sens de la bi-implication, i.e. pour :

Va, Yy, Vz[(xRy N Rz) = yRz] = Va,Yy,Vz[(xRy AN xRz) = 3t(y =t A zRt)]
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~{Vz,Yy,Vz[(xRy N tRz) = yRz] = Va,Vy,Vz[(xRy AN xRz) = Jt(y =t A zRt)]}
|
Vo, Vy, Vz[(xRy N zRz) = yRz]
|
~Va, Yy, Vz[(xRy AN xRz) = Jt(y =t A zRt)]

~[(aRb A aRc) :‘; (b=t AcRt)]

|
aRb N aRe

|
~3t(b =t A cRt)
|
aRb

|
aRce

|
~(b=bAcRb)

T

b#b ~cRb

| |
X (aRc A\ aRb) = cRb

T

~(aRc N aRb) cRb
/\ ‘
~aRc ~aRb X

| |
X X
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